ESTANDARES BAsicos DE COMPETENCIAS
EN MATEMATICAS

Potenciar el pensamiento matemadtico:
jun reto escolar!

El porqué de la formacion matemdtica

Desde hace tres décadas, la comunidad colombiana de educadores matemaéticos viene
investigando, reflexionando y debatiendo sobre la formacién matemética de los nifios,
nifias y jovenes y sobre la manera como ésta puede contribuir més eficazmente a las
grandes metas y prop6sitos de la educacion actual. En este sentido, la educacion ma-
temdtica debe responder a nuevas demandas globales y nacionales, como las relacio-
nadas con una educacion para todos, la atencion a la diversidad y a la interculturalidad
y la formacion de ciudadanos y ciudadanas con las competencias necesarias para el
ejercicio de sus derechos y deberes democraticos. Para comprender mejor los cam-
bios en la relacion entre las metas de la educacién matemética y los fines de la edu-
cacion actual de cara al siglo XXI, a continuacion se describen algunos cambios en las
argumentaciones sobre la importancia de la formacion matematica y su relacién con
las nuevas visiones de la naturaleza de las matematicas.

Hace yavarios siglos que la contribucién de las mateméticas a los fines de la educacién
no se pone en duda en ninguna parte del mundo. Ello, en primer lugar, por su papel en
la cultura y la sociedad, en aspectos como las artes plasticas, la arquitectura, las gran-
des obras de ingenieria, la economia y el comercio; en segundo lugar, porque se las ha
relacionado siempre con el desarrollo del pensamiento logico y, finalmente, porque
desde el comienzo de la Edad Moderna su conocimiento se ha considerado esencial
para el desarrollo de la ciencia y la tecnologia.

En Colombia, desde los inicios de la Repiiblica hasta la década de los setenta, la contri-
bucién de la formacion matematica a los fines generales de la educacion se argumentd
principalmente con base en las dos tltimas razones de caracter personal y cientifico-
técnico, a saber: por su relacion con el desarrollo de las capacidades de razonamiento
16gico, por el ejercicio de la abstraccion, el rigor y la precision, y por su aporte al
desarrollo de la ciencia y la tecnologia en el pafs. Estos fines estuvieron fuertemente
condicionados por una visién de la naturaleza de las mateméticas como cuerpo esta-
ble e infalible de verdades absolutas, lo que condujo a suponer que sélo se requeria
estudiar, ejercitar y recordar un listado més o menos largo de contenidos mateméti-
cos —hechos, definiciones, propiedades de objetos matematicos, axiomas, teoremas y



procedimientos algoritmicos— para formar a todos los estudiantes en el razonamiento
l6gico y en los conocimientos matematicos.

Sin embargo, estos argumentos comenzaron a ser cuestionados, de un lado, porque el
desarrollo del pensamiento logico y la preparacion para la ciencia y la tecnologfa no son
tareas exclusivas de las matemaéticas sino de todas las dreas de la Educacion Bésica y
Media y, de otro, por el reconocimiento de tres factores adicionales que no se habfan
considerado anteriormente como prioritarios: la necesidad de una educacién bésica de
calidad para todos los ciudadanos, el valor social ampliado de la formacion matemética y
el papel de las matematicas en la consolidacion de los valores democréticos.

El primero de ellos obedece al ideal de ofrecer a toda la poblacién del pafs una educacion
bésica masiva con equidad y calidad, lo que implica buscar también la integracion social
yla equidad eny a través de la educacién matematica, es decir, formar en mateméticas a
todo tipo de alumnos y alumnas. La posibilidad de esta formaci6n ya no estd dada —como
sucedia en la primera mitad del Siglo XX— por el filtro social que limitaba mucho el niime-
ro de estudiantes que accedian a la educacién secundaria, sino que tiene que atender a
toda la poblacion juvenil, independientemente de su preparacion adecuada o deficiente
en las matematicas de la Educacion Basica Primaria y de su motivacién o desmotivacion
por las mismas. Por ello, se hace necesario comenzar por la identificacién del conoci-
miento matematico informal de los estudiantes en relacion con las actividades practicas
de su entornoy admitir que el aprendizaje de las matematicas no es una cuestion relacio-
nada dnicamente con aspectos cognitivos, sino que involucra factores de orden afectivo
y social, vinculados con contextos de aprendizaje particulares. Estas consideraciones se
amplian con la visién del cardcter histérico y contingente de las matematicas, conside-
radas ahora como un cuerpo de practicas y de realizaciones conceptuales y lingiifsticas
que surgen ligadas a un contexto cultural e histérico concreto y que estén en continua
transformacion y reconstruccion como otros cuerpos de précticas y saberes. De esta for-
ma se amplia la base argumentativa para relacionar las mateméticas con las finalidades
culturalmente valoradas de la educacion.

El segundo factor incorpora nuevas finalidades sociales a los propd-  §
sitos de la formacién matematica, las cuales se argumentan con las
siguientes razones. La primera alude al cardcter utilitario ampliado

del conocimiento matemético, en tanto que el mundo social y labo- Hace ya varios siglos que
ral fuertemente tecnologizado del Siglo XXI requiere cada vez mas la contribucion de las

de herramientas proporcionadas por las matemdticas —sin olvidar
ni menospreciar los aportes de otras disciplinas como las ciencias

naturales y sociales— y por las nuevas tecnologias, para lograr con la educacion no se pone en
ellas desempefios eficientes y creativos en muchas labores en las duda en ninguna parte del
que antes no se requeria mas que de la aritmética elemental. La mundo.

segunda razon alude al conocimiento matemético imprescindible y
necesario en todo ciudadano para desempefiarse en forma activa y
critica en su vida social y politica y para interpretar la informacién
necesaria en la toma de decisiones.

El tercer factor estd relacionado con la segunda razon arriba mencionada, pero va mas
alla, pues busca contribuir desde la educacién matematica a la formacion en los valo-
res democraticos. Esto implica reconocer que hay distintos tipos de pensamiento 16gi-

matemdticas a los fines de
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Ministerio de Educacion Nacional (1998). Matemdticas. Linea-
mientos curriculares. MEN. Bogotd.

co y matematico que se utilizan para tomar decisiones informadas, para proporcionar
justificaciones razonables o refutar las aparentes y falaces y para ejercer la ciudadania
critica, es decir, para participar en la preparacion, discusion y toma de decisiones y
para desarrollar acciones que colectivamente puedan transformar la sociedad. Este
factor agrega a las demds funciones de la formacion matematica una nueva funcion po-
litica: la preocupacion por la formacion en valores democréticos y por el ejercicio de la
ciudadania critica. Por lo tanto, es necesario que en los procesos de ensefianza de las
matemadticas se asuma la clase como una comunidad de aprendizaje donde docentes
y estudiantes interacttian para construir y validar conocimiento, para ejercer la inicia-
tiva y la critica y para aplicar ese conocimiento en diversas situaciones y contextos.
Para lograrlo hay que hacer énfasis en los actos comunicativos, de tal suerte que se le
permita al grupo deliberar sobre las razones o la falta de ellas, sobre las conjeturas,
opiniones o juicios y sobre las ventajas o desventajas de las posibles decisiones que
deban tomarse dentro y fuera de la clase y que tengan resonancia colectiva.

Los tres factores antes descritos exigen reorganizaciones, redefiniciones y reestruc-
turaciones de los procesos de ensefianza de las mateméticas. En primer lugar, se hace
necesaria una nueva vision de las matematicas como creacién humana, resultado de
la actividad de grupos culturales concretos (ubicados en una sociedad y en un perio-
do histérico determinado) y, por tanto, como una disciplina en desarrollo, provisoria,
contingente y en constante cambio. Ello implica incorporar en los procesos de forma-
cion de los educandos una vision de las matemadticas como actividad humana cultural-
mente mediada y de incidencia en la vida social, cultural y politica de los ciudadanos.
En segundo lugar, se hace necesario también incorporar los fines politicos, sociales y
culturales a la educacion matematica, lo cual implica prioritariamente tomar en con-
sideracion el estado actual de la sociedad, sus tendencias de cambio y los futuros
deseados hacia los cuales se orienta el proyecto educativo de las matematicas. La
incorporacion de estos fines a la ensefianza de las mateméticas obliga a reconocer que
ésta forma parte del sistema de valores compartidos, que tiene fundamentos éticos
y que se incardina en una préctica social. Finalmente, se hace necesario pasar de una
enseflanza orientada sélo hacia el logro de objetivos especificos relacionados con los
contenidos del &rea y hacia la retencion de dichos contenidos, a una ensefianza que
se oriente a apoyar a los estudiantes en el desarrollo de competencias mateméticas,
cientificas, tecnolégicas, lingiifsticas y ciudadanas.

Asi pues, los fines de tipo personal, cultural, social y politico de la educacién matema-
tica, aunque plantean nuevos y dificiles problemas, abren nuevos horizontes y refuer-
zan las razones para justificar la contribucién de la formacion matemdtica a los fines
de la educacion.

Sobre la nocion de competencia matemdtica

Sin utilizar todavia la conceptualizacién y la terminologfa actual de las competencias, la
vision sobre las matematicas escolares propuesta en los Lineamientos Curriculares de
Matematicas' preparaba ya la transicion hacia el dominio de las competencias al incor-
porar una consideracion pragmatica e instrumental del conocimiento matematico, en
la cual se utilizaban los conceptos, proposiciones, sistemas y estructuras matematicas
como herramientas eficaces mediante las cuales se llevaban a la practica determinados
tipos de pensamiento l6gico y matematico dentro y fuera de la institucién educativa.



También pueden reinterpretarse como potentes precursores del discurso actual
sobre las competencias la teorfa del aprendizaje significativo de Ausubel?, Novak y
Gowin®, y la de la ensefianza para la comprensién de Perkins, Gardner, Wiske y otros’.
En la primera, la significatividad del aprendizaje no se reduce a un sentido personal de
lo aprendido, sino que se extiende a su insercion en practicas sociales con sentido,
utilidad y eficacia. En la segunda, la comprensién se entiende explicitamente como
relacionada con los desempefios de comprension, que son actuaciones, actividades,
tareas y proyectos en los cuales se muestra la comprension adquirida y se consolida
y profundiza la misma. En las dimensiones de la comprension se incluye no sélo la
més usual de los contenidos y sus redes conceptuales, sino que se proponen los as-
pectos relacionados con los métodos y técnicas, con las formas de expresar y comu-
nicar lo comprendido y con la praxis cotidiana, profesional o cientifico-técnica en que
se despliegue dicha comprension. Todas estas dimensiones se articulan claramente
con una nocién amplia de competencia como conjunto de conocimientos, habilidades,
actitudes, comprensiones y disposiciones cognitivas, socioafectivas y psicomotoras
apropiadamente relacionadas entre si para facilitar el desempefio flexible, eficaz y con
sentido de una actividad en contextos relativamente nuevos y retadores. Esta nocién
supera la mds usual y restringida que describe la competencia como saber hacer en
contexto en tareas y situaciones distintas de aquellas a las cuales se aprendio a res-
ponder en el aula de clase.

Por lo dicho anteriormente, se puede hablar del aprendizaje por

competencias como un aprendizaje significativo y comprensivo. Las competencias matemadticas
En la ensefianza enfocada a lograr este tipo de aprendizaje no no se alcanzan por generacion

espontdnea, sino que requieren

se puede valorar apropiadamente el progreso en los niveles de
una competencia si se piensa en ella en un sentido dicotémico

(se tiene o no se tiene), sino que tal valoracién debe entenderse de ambientes de aprendizaje
como la posibilidad de determinar el nivel de desarrollo de cada enriquecidos por situaciones

problema significativas y
comprensivas, que posibiliten

competencia, en progresivo crecimiento y en forma relativa a los
contextos institucionales en donde se desarrolla. Las competen-
cias matematicas no se alcanzan por generacion esponténea, sino

que requieren de ambientes de aprendizaje enriquecidos por si- avanzar a niveles de competencia
tuaciones problema signiﬁcativgs y comprensivas, que posibiliten mds y mds complejos.
avanzar a niveles de competencia més y mas complejos. a 8

La nocion general de competencia ha venido siendo objeto de interés en muchas de
las investigaciones y reflexiones que adelanta la comunidad de investigadores en edu-
cacién matemdtica. Una sintesis apretada de los resultados de éstas permite precisar
que —ademas de los aspectos que se acaban de mencionar— el sentido de la expresién
ser matemdticamente competente estd intimamente relacionado con los fines de la
educacion matematica de todos los niveles educativos (lo cual ha sido tratado en el
apartado anterior) y con la adopcién de un modelo epistemolégico sobre las propias
matemdticas. La adopcion de un modelo epistemoldgico coherente para dar sentido
a la expresion ser matemdticamente competente requiere que los docentes, con base
en las nuevas tendencias de la filosoffa de las matematicas, reflexionen, exploreny se
apropien de supuestos sobre las matematicas tales como:

e [as matemadticas son una actividad humana inserta en y condicionada por la cultura
y por su historia, en la cual se utilizan distintos recursos lingiiisticos y expresivos
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para plantear y solucionar problemas tanto internos como externos a las matema-
ticas mismas. En la bisqueda de soluciones y respuestas a estos problemas surgen
progresivamente técnicas, reglas y sus respectivas justificaciones, las cuales son
socialmente decantadas y compartidas.

¢ Las matemdticas son también el resultado acumulado y sucesivamente reorganiza-
do de la actividad de comunidades profesionales, resultado que se configura como
un cuerpo de conocimientos (definiciones, axiomas, teoremas) que estan logica-
mente estructurados y justificados.

Con base en estos supuestos se pueden distinguir dos facetas bésicas del conoci-
miento matematico:

e Lapractica, que expresa condiciones sociales de relacion de la persona con su en-
torno, y contribuye a mejorar su calidad de vida y su desempefio como ciudadano.

e Laformal, constituida por los sistemas matematicos y sus justificaciones, la cual se
expresa a través del lenguaje propio de las matemdticas en sus diversos registros
de representacion.

En el conocimiento matemdtico se han En el conocimiento matematico también
se han distinguido dos tipos bésicos: el co-

distinguido dos tipos basicos: el conocimiento nocimiento conceptual y el conocimiento

conceptual y el conocimiento procedimental. procedimental. El primero estd mds cer-
cano a la reflexion y se caracteriza por ser
un conocimiento tedrico, producido por la actividad cognitiva, muy rico en relaciones
entre sus componentes y con otros conocimientos; tiene un cardcter declarativo y se
asocia con el saber qué y el saber por qué. Por su parte, el procedimental estd més
cercano a la accién y se relaciona con las técnicas y las estrategias para representar
conceptos y para transformar dichas representaciones; con las habilidades y destrezas
para elaborar, comparar y ejercitar algoritmos y para argumentar convincentemente. El
conocimiento procedimental ayuda a la construccion y refinamiento del conocimiento
conceptual y permite el uso eficaz, flexible y en contexto de los conceptos, proposicio-
nes, teorfas y modelos matematicos; por tanto, estd asociado con el saber como.

Estas dos facetas (practica y formal) y estos dos tipos de conocimiento (conceptual
y procedimental) sefialan nuevos derroteros para aproximarse a una interpretacion
enriquecida de la expresion ser matemdticamente competente. Esta nocion ampliada
de competencia esté relacionada con el saber qué, el saber qué hacery el saber como,
cudndo y por qué hacerlo. Por tanto, la precision del sentido de estas expresiones
implica una nocion de competencia estrechamente ligada tanto al hacer como al com-
prender. Si bien es cierto que la sociedad reclama y valora el saber en accion o saber
procedimental, también es cierto que la posibilidad de la accion reflexiva con cardcter
flexible, adaptable y generalizable exige estar acompafiada de comprender qué se hace
y por qué se hace y de las disposiciones y actitudes necesarias para querer hacerlo,
sentirse bien haciéndolo y percibir las ocasiones de hacerlo.

Estas argumentaciones permiten precisar algunos procesos generales presentes en toda
la actividad matemdtica que explicitan lo que significa ser matemdticamente competente:



e Formular, plantear, transformar y resolver problemas a partir de situaciones de
la vida cotidiana, de las otras ciencias y de las matematicas mismas. Ello requiere
analizar la situacion; identificar lo relevante en ella; establecer relaciones entre
sus componentes y con situaciones semejantes; formarse modelos mentales de
ellay representarlos externamente en distintos registros; formular distintos pro-
blemas, posibles preguntas y posibles respuestas que surjan a partir de ella. Este
proceso general requiere del uso flexible de conceptos, procedimientos y diversos
lenguajes para expresar las ideas matematicas pertinentes y para formular, refor-
mular, tratar y resolver los problemas asociados a dicha situacion. Estas activida-
des también integran el razonamiento, en tanto exigen formular argumentos que
justifiquen los analisis y procedimientos realizados y la validez de las soluciones
propuestas.

e Utilizar diferentes registros de representacion o sistemas de notacién simbdlica
para crear, expresar y representar ideas matematicas; para utilizar y transformar
dichas representaciones y, con ellas, formular y sustentar puntos de vista. Es decir
dominar con fluidez distintos recursos y registros del lenguaje cotidiano y de los
distintos lenguajes matematicos.

e Usar la argumentacion, la prueba y la refutacion, el ejemplo y el contraejemplo,
como medios de validar y rechazar conjeturas, y avanzar en el camino hacia la de-
mostracion.

e Dominar procedimientos y algoritmos mateméticos y conocer como, cudndo y por
qué usarlos de manera flexible y eficaz. Asi se vincula la habilidad procedimental
con la comprension conceptual que fundamenta esos procedimientos.

Los cinco procesos generales de la actividad matemadtica

Enla enumeracién anterior se pueden ver con claridad —aunque en distinto orden—los
cinco procesos generales que se contemplaron en los Lineamientos Curriculares de
Matematicas: formular y resolver problemas; modelar procesos y fenémenos de la
realidad; comunicar; razonar, y formular comparar y ejercitar procedimientos y algo-
ritmos.

Los cinco procesos generales que se contemplaron en los Lineamientos
Curriculares de Matemadticas son: formular y resolver problemas; modelar
procesos y fenomenos de la realidad; comunicar; razonar, y formular comparar y
ejercitar procedimientos y algoritmos.

=]

En todas las areas curriculares pueden considerarse procesos semejantes y en cada
una de esas dreas estos procesos tienen peculiaridades distintas y deben superar
obstaculos diferentes que dependen de la naturaleza de los saberes propios de la
respectiva disciplina. En los apartados siguientes se hara mencién de cada uno de esos
procesos generales desde las particularidades presentes en la actividad matematica
que ocurre en su ensefianza y en su aprendizaje. Debe aclararse, ademds, que esta
clasificacion en cinco procesos generales de la actividad matematica no pretende ser
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exhaustiva, es decir, que pueden darse otros procesos ademés de los enumerados, ni
tampoco pretende ser disyunta, es decir, que existen traslapes y relaciones e interac-
ciones miiltiples entre ellos; en particular, como se verd a continuacion, el proceso de
formular y resolver problemas involucra todos los demds con distinta intensidad en
sus diferentes momentos.

B La formulacién, tratamiento y resolucion de problemas

Este es un proceso presente a lo largo de todas las actividades curriculares de matema-
ticas y no una actividad aislada y esporadica; més atin, podria convertirse en el principal
eje organizador del curriculo de matematicas, porque las situaciones problema propor-
cionan el contexto inmediato en donde el quehacer matematico cobra sentido, en la me-
dida en que las situaciones que se aborden estén ligadas a experiencias cotidianas y,
por ende, sean mas significativas para los alumnos. Estos problemas pueden surgir del
mundo cotidiano cercano o lejano, pero también de otras ciencias y de las mismas mate-
maticas, convirtiéndose en ricas redes de interconexion e interdisciplinariedad.

La formulacion, el tratamiento y la resolucion de los problemas suscitados por una si-
tuacion problema permiten desarrollar una actitud mental perseverante e inquisitiva,
desplegar una serie de estrategias para resolverlos, encontrar resultados, verificar e
interpretar lo razonable de ellos, modificar condiciones y originar otros problemas. Es
importante abordar problemas abiertos donde sea posible encontrar miiltiples solu-
ciones o tal vez ninguna. También es muy productivo experimentar con problemas a los
cuales les sobre o les falte informacién, o con enunciados narrativos o incompletos,
para los que los estudiantes mismos tengan que formular las preguntas. Mé&s bien que
la resolucion de multitud de problemas tomados de los textos escolares, que suelen
ser solo ejercicios de rutina, el estudio y analisis de situaciones problema suficiente-
mente complejas y atractivas, en las que los estudiantes mismos inventen, formulen y
resuelvan problemas matematicos, es clave para el desarrollo del pensamiento mate-
mético en sus diversas formas.

B La modelacion

Un modelo puede entenderse como un sistema figurativo mental, gréafico o tridimen-
sional que reproduce o representa la realidad en forma esquemética para hacerla mas
comprensible. Es una construccion o artefacto material o mental, un sistema —a veces
se dice también “una estructura”— que puede usarse como referencia para lo que
se trata de comprender; una imagen analdgica que permite volver cercana y concreta
una idea o un concepto para su apropiacién y manejo. Un modelo se produce para
poder operar transformaciones o procedimientos experimentales sobre un conjunto
de situaciones o un cierto niimero de objetos reales o imaginados, sin necesidad de
manipularlos o dafiarlos, para apoyar la formulacion de conjeturas y razonamientos y
dar pistas para avanzar hacia las demostraciones. En ese sentido, todo modelo es una
representacion, pero no toda representacion es necesariamente un modelo, como su-
cede con las representaciones verbales y algebraicas que no son propiamente mode-
los, aunque pueden estarse interpretando en un modelo. Andlogamente, todo modelo
es un sistema, pero no todo sistema es un modelo, aunque cualquier sistema podria
utilizarse como modelo, pues esa es la manera de producir nuevas metéforas, analo-
glas, similes o alegorfas.



La modelacion puede hacerse de formas diferentes, que simplifican la situacion y se-
leccionan una manera de representarla mentalmente, gestualmente, gréficamente o
por medio de simbolos aritméticos o algebraicos, para poder formular y resolver los
problemas relacionados con ella. Un buen modelo mental o gréfico permite al estu-
diante buscar distintos caminos de solucién, estimar una solucién aproximada o darse
cuenta de si una aparente solucion encontrada a través de célculos numéricos o alge-
braicos si es plausible y significativa, o si es imposible o no tiene sentido.

En una situacién problema, la modelacién permite |
decidir qué variables y relaciones entre variables

a partir de los cuales se pueden hacer predicciones,
utilizar procedimientos numéricos, obtener resulta-
dos y verificar qué tan razonable son éstos respecto
a las condiciones iniciales. 8

Con respecto a la modelacién, en la did4ctica de las mateméaticas se ha hablado
también con frecuencia desde 1977 de “la matematizacion” de una situacién pro-
blema, con un término introducido por Hans Freudenthal®. Esta expresion se suele
tomar como sinénimo de “la modelacién” y ambas pueden entenderse en formas
mas y mds complejas, que van desde una forma muy elemental, como simplificacién
y restriccion de la complejidad de una situacién real para reducirla a una situacion
ya conocida, de tal manera que se pueda detectar facilmente qué esquema se le
puede aplicar, como se relaciona con otras y qué operaciones matematicas pueden
ser pertinentes para responder a las preguntas que suscita dicha situacién, hasta
una forma muy avanzada, como creacion de nuevos modelos y teorfas mateméticas
que permitan simular la evolucion de una situacion real en el tiempo. La segunda
forma de entender la matematizacion y la modelacién es mas propia de los cursos
avanzados de fisica, ingenierfa, economia, demografia y similares, pero la primera
puede comenzarse desde el preescolar e irse complejizando en los sucesivos gra-
dos escolares; esta primera manera de entender la matematizacién y la modelacion
es la que se utiliza en los Lineamientos Curriculares y en el presente documento de
Estdndares Bésicos de Competencias en Matematicas.

Este primer sentido de la matematizacién o modelacién puede pues entenderse como
la deteccién de esquemas que se repiten en las situaciones cotidianas, cientificas y
matemadticas para reconstruirlas mentalmente. Al respecto, Lynn Arthur Steen propu-
so en 1988° una definicién de las matematicas que va mas alla de la descripcién usual
de ellas como la ciencia del espacio y el niimero: considera que las matematicas parten
de una base empirica, pero para detectar en ella esquemas que se repiten, que pode-
mos llamar “modelos” o “patrones” (“patterns™),y en la multitud de esos modelos o
patrones detectar de nuevo otros més y teorizar sobre sus relaciones para producir
nuevas estructuras mateméticas, sin poner limites a la produccién de nuevos modelos
mentales, nuevas teorias y nuevas estructuras. Por lo tanto, las mateméticas serfan la
ciencia de los modelos o patrones (“Mathematics is the science of patterns™). Steen
continda asi: “El matematico busca modelos o patrones en el niimero, en el espacio,
en la ciencia, en los ordenadores y en la imaginacion. Las teorfas matematicas explican

La matematizacion o modelacion

son importantes, lo que posibilita establecer mode- puede entenderse como la deteccion de

los mateméticos de distintos niveles de complejidad, esquemas que se repl'ten en las situaciones
cotidianas, cientificas y matemadticas para
reconstruirlas mentalmente.

Freudenthal, H. (1977). Mathematics as an educational task. D.
Reidel. Norwell, Massachusetts.

Steen, L. A. (1988) “The science of patterns,” Science. Vol. 240 (29
April, 1988), 611-616.

wi
w
CoMPETENCIAS EN MATEMATICAS



COMPETENCIAS EN MATEMATICAS
v
S

7

Ibid., pdg. 616. Ver también el articulo de Romberg, Thomas
(1992), “Caracteristicas problemdticas del curriculo escolar de
matematicas” (en inglés). En: Philip W. Jackson (ed.), Handbook
of research on curriculum: A project of the American Fducational
Research Association. Macmillan. New York.

Wiske, M. S. (Comp.). (2003). La ensefianza para la comprensidn.
Vinculacin entre la investigacidn y la prdctica. Paidds. Buenos
Aires, Barcelona, México, pags. 237-239. Ver también:

Repuiblica de Colombia-Ministerio de Educacion Nacional (1997).
Pequefios aprendices, grandes comprensiones (Rosario Jaramillo
Franco, Directora General de la Obra, 2 vols.). MEN. Bogotd, vol.
1, pégs. 48-53.

Duval, R. (2004). Semiosis y pensamiento humano. Registros
semidticos y aprendizajes intelectuales (2a. ed.). Peter Lang-Uni-
versidad del Valle. Cali, pdgs. 32-42 y 74-83. (Original francés
publicado en 1995).

las relaciones entre modelos o patrones; las funciones y los mapas, los operadores y
los morfismos conectan un tipo de modelos o patrones con otros para producir estruc-
turas matemadticas perdurables” 7.

B La comunicacion

A pesar de que suele repetirse lo contrario, las mateméticas no son un lenguaje, pero
ellas pueden construirse, refinarse y comunicarse a través de diferentes lenguajes con
los que se expresan y representan, se leen y se escriben, se hablan y se escuchan. La
adquisicion y dominio de los lenguajes propios de las mateméticas ha de ser un proce-
so deliberado y cuidadoso que posibilite y fomente la discusion frecuente y explicita
sobre situaciones, sentidos, conceptos y simbolizaciones, para tomar conciencia de
las conexiones entre ellos y para propiciar el trabajo colectivo, en el que los estu-
diantes compartan el significado de las palabras, frases, graficos y simbolos, aprecien
la necesidad de tener acuerdos colectivos y aun universales y valoren la eficiencia,
eficacia y economfa de los lenguajes mateméticos.

Las distintas formas de expresar y comunicar las preguntas, problemas, conjeturas y
resultados mateméticos no son algo extrinseco y adicionado a una actividad matemati-
ca puramente mental, sino que la configuran intrinseca y radicalmente, de tal manera
que la dimensién de las formas de expresién y comunicacion es constitutiva de la com-
prension de las matematicas®. Podria decirse con Raymond Duval que si no se dispone
al menos de dos formas distintas de expresar y representar un contenido matemético,
formas que él1lama “registros de representacion” o “registros semiticos”, no parece
posible aprender y comprender dicho contenido’.

B El razonamiento

El desarrollo del razonamiento l6gico empieza en los primeros grados apoyado en los
contextos y materiales fisicos que permiten percibir regularidades y relaciones; hacer
predicciones y conjeturas; justificar o refutar esas conjeturas; dar explicaciones co-
herentes; proponer interpretaciones y respuestas posibles y adoptarlas o rechazarlas
con argumentos y razones. Los modelos y materiales fisicos y manipulativos ayudan a
comprender que las matematicas no son simplemente una memorizacion de reglas
y algoritmos, sino que tienen sentido, son logicas, potencian la capacidad de pensar
y son divertidas. En los grados superiores, el razonamiento se va independizando de
estos modelos y materiales, y puede trabajar directamente con proposiciones y teo-
rias, cadenas argumentativas e intentos de validar o invalidar conclusiones, pero suele
apoyarse también intermitentemente en comprobaciones e interpretaciones en esos
modelos, materiales, dibujos y otros artefactos.

Es conveniente que las situaciones de aprendizaje propicien el razonamiento en los
aspectos espaciales, métricos y geométricos, el razonamiento numérico y, en particu-
lar, el razonamiento proporcional apoyado en el uso de graficas. En esas situaciones
pueden aprovecharse diversas ocasiones de reconocer y aplicar tanto el razonamiento
l6gico inductivo y abductivo, al formular hipétesis o conjeturas, como el deductivo,
al intentar comprobar la coherencia de una proposicion con otras aceptadas previa-
mente como teoremas, axiomas, postulados o principios, o al intentar refutarla por su
contradiccion con otras o por la construccion de contraejemplos.



B La formulacion, comparacion y ejercitacion de procedimientos

Este proceso implica comprometer a los estudiantes en la construccion y ejecucion
segura y rapida de procedimientos mecénicos o de rutina, también llamados “algorit-
mos”, procurando que la practica necesaria para aumentar la velocidad y precision de
su ejecucion no oscurezca la comprension de su cardcter de herramientas eficaces
y Gtiles en unas situaciones y no en otras y que, por lo tanto, pueden modificarse,
ampliarse y adecuarse a situaciones nuevas, o aun hacerse obsoletas y ser sustituidas
por otras.

Para analizar la contribucion de la ejecucién de procedimientos rutinarios en el de-
sarrollo significativo y comprensivo del conocimiento matematico es conveniente
considerar los mecanismos cognitivos involucrados en dichos algoritmos. Uno de
estos mecanismos es la alternaciéon de momentos en los que prima el conocimiento
conceptual y otros en los que prima el procedimental, lo cual requiere atencion,
control, planeacién, ejecucion, verificacion e interpretacion intermitente de resul-
tados parciales.

Otro mecanismo cognitivo clave es la automatizacion, que requiere de la practica re-
petida para lograr una rapida, seguray efectiva ejecucion de los procedimientos; esta
automatizacion no contribuye directamente al desarrollo significativo y comprensivo
del conocimiento, pero si contribuye a adquirir destrezas en la ejecucion facil y rapida
de cierto tipo de tareas. Estas destrezas dan seguridad al alumno y pueden afianzar
y profundizar el dominio de dichos conocimientos, pero también pueden perder uti-
lidad en la medida en que se disponga de ayudas tecnoldgicas que ejecuten dichas
tareas mds rapida y confiablemente.

Otro mecanismo cognitivo involucrado es la reflexion sobre qué procedimientos y al-
goritmos conducen al reconocimiento de patrones y regularidades en el interior de
determinado sistema simbélico y en qué contribuyen a su conceptualizacion. Esta re-
flexion exige al estudiante poder explicar y entender los conceptos sobre los cuales
un procedimiento o algoritmo se apoya, seguir la l6gica que lo sustentay saber cudndo
aplicarlo de manera fiable y eficaz y cudndo basta utilizar una técnica particular para
obtener més rapidamente el resultado.

Por ello, asi el docente decida practicar y automatizar un
solo algoritmo para cada una de las operaciones aritméticas
usuales, es conveniente describir y ensayar otros algoritmos

para cada una de ellas, compararlos con el que se practica en y automatizar un solo algoritmo
clase y apreciar sus ventajas y desventajas. Esta comparacion para cada una de las operaciones
permite distinguir claramente la operacion conceptual de las aritméticas usuales, es conveniente
distintas formas algoritmicas de ejecutarla y el resultado de

dicha operacion conceptual del simbolo producido al final de

la ejecucion de uno u otro algoritmo. Todo ello estimula a los algor itmos para cada una de ellas,
estudiantes a inventar otros procedimientos para obtener re- compararlos con el que se practica

sultados en casos particulares. Esto los prepara también para
el manejo de calculadoras, el uso de hojas de célculo, la elabo-
racién de macroinstrucciones y aun para la programacion de
computadores. b

desventajas.

Asi el docente decida practicar

describir y ensayar otros

en clase y apreciar sus ventajasy
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" Inhelder, B. y Piaget, ). (1985). De la ldgica del nifio a la lgica

del adolescente. Paidés. Barcelona. (Original francés publicado en
1955)

Piaget, J. (1978). Introduccion a la epistemologia genética. I. £l
pensamiento matemdtico (2a. ed.). Paidds. Buenos Aires. (Origi-
nal francés publicado en 1950).

Los cinco tipos de pensamiento matemadtico

Los aspectos referidos anteriormente con respecto a la expresion ser matemdtica-
mente competente muestran la variedad y riqueza de este concepto para la organiza-
cion de curriculos centrados en el desarrollo de las competencias matematicas de
manera que éstas involucren los distintos procesos generales descritos en la seccién
anterior. Estos procesos estdn muy relacionados con las competencias en su sentido
més amplio explicado arriba, y aun en el sentido restringido de “saber hacer en con-
texto”, pues ser matemdticamente competente requiere ser diestro, eficaz y eficiente
en el desarrollo de cada uno de esos procesos generales, en los cuales cada estudian-
te va pasando por distintos niveles de competencia. Ademds de relacionarse con esos
cinco procesos, ser matemdticamente competente se concreta de manera especifica
en el pensamiento logico y el pensamiento matemético, el cual se subdivide en los cin-
co tipos de pensamiento propuestos en los Lineamientos Curriculares: el numérico, el
espacial, el métrico o de medida, el aleatorio o probabilistico y el variacional.

B El pensamiento logico y el pensamiento matematico

Amediados del Siglo XX, Jean Piaget estudi6 la transicion de la manera de razonar de los
adolescentes de lo que él llamé “el pensamiento operatorio concreto” al “operatorio
formal” y propuso un conjunto de operaciones l6gico-mateméticas que podrian explicar
ese paso”. En sus estudios previos sobre la logica y la epistemologia habia propuesto
que el pensamiento l6gico acttia por medio de operaciones sobre las proposiciones y
que el pensamiento matemdtico se distingue del logico porque versa sobre el nimero
y sobre el espacio'!, dando lugar a la aritmética y a la geometria. Tanto el pensamiento
légico como el matemético se distinguirfan del pensamiento fisico, que utiliza los dos
anteriores pero tiene una relacion diferente con la realidad y la experiencia.

En la primera seccion se enunciaron algunos argumentos clésicos y actuales con res-
pecto a la contribucion de la educacion matemdtica a la formacion integral de los estu-
diantes: el desarrollo del pensamiento l6gico, de la racionalidad y de la argumentacion.
Igualmente, en la seccién siguiente, al analizar el proceso general de razonamiento, se
menciond el desarrollo de las competencias argumentativas que implican saber dar
y pedir razones, probar y refutar, y ojala avanzar hacia a demostracion formal. No hay
duda pues de que hay una estrecha relacion entre el pensamiento logico y el pensa-
miento matemadtico. Pero no puede pretenderse que las mateméticas son las tinicas
que desarrollan el pensamiento l6gico en los estudiantes. En el aprendizaje del cas-
tellano y de las lenguas extranjeras, en la lectura de textos literarios extensos y pro-
fundos, en la filosoffa, en las ciencias naturales y sociales, en fin, en cualquiera de las
areas curriculares o de los ejes transversales del trabajo escolar se puede y se debe
desarrollar el pensamiento logico. Tal vez en los deportes, cuando hay dificultades en
la interpretacion y la aplicacion de los reglamentos de cada uno de ellos, es en donde
muchos de los nifios y las nifias empiezan a desarrollar competencias argumentativas
y deductivas mas complejas con el fin de defender a su equipo o a su jugador favo-
rito contra las acusaciones de fuera de lugar, falta, mano voluntaria u otra violacion
del reglamento. Es pues necesario dejar claro que el pensamiento l6gico no es parte
del pensamiento matematico, sino que el pensamiento l6gico apoya y perfecciona el
pensamiento matematico, y con éste —en cualquiera de sus tipos— se puede y se debe
desarrollar también el pensamiento l6gico.



Eso no quiere decir que las matematicas no sean el lugar privilegiado para desarro-
llar algunos aspectos del pensamiento 6gico, sobre todo en lo que concierna a las
argumentaciones y deducciones informales que preparan la demostracion rigurosa de
teoremas matematicos a partir de axiomas, definiciones y teoremas previos. La préc-
tica de la definicion cuidadosa de términos técnicos, la de la argumentacion a partir
de premisas de las que no se sabe si son verdaderas o noy la de la deduccién formal
basada en axiomas mds o menos arbitrarios y aun contrarios a la intuicion espacial o
numérica se desarrollan mas naturalmente con el aprendizaje de la geometria eucli-
diana y de las no euclidianas, del dlgebra abstracta y de otras ramas ya axiomatizadas
de las matematicas. En especial, la geometria euclidiana es un campo muy fértil para
el cultivo de la abstraccion, la generalizacion, la definicion, la axiomatizacion y, ante
todo, de la deduccion formal a partir de axiomas, por tener una articulacién éptima
entre lo intuitivo y lo formal, lo concreto y lo abstracto y lo cotidiano y lo académico.

B La subdivision del pensamiento matematico

Para los Lineamientos Curriculares y los Estdndares Béasicos de Competencias podria
haber bastado la division entre pensamiento logico y pensamiento matematico, sin sub-
dividir este tltimo. Pero en toda la tradicion griega y medieval ya se habia distinguido
entre lamanera de hacer matematicas con respecto al nimero: la aritmética, y la manera
de hacerlas con respecto al espacio: la geometria. Para la aritmética se penso durante si-
glos tinicamente en los niimeros de contar, con las operaciones de adicion y sustraccion,
multiplicacion y division. Para la geometria se pensé también durante siglos tinicamente
en la geometrfa euclidiana, sistematizada en el Siglo [V antes de nuestra era. Estas dos
maneras de hacer matemadticas sugieren pues una primera subdivision del pensamiento
matematico al menos en dos tipos: el pensamiento numérico y el espacial.

Con el desarrollo de las matematicas y luego de la fisica, se noté también que habfa
aspectos espaciales mds intuitivos y cualitativos que los de la geometria, de los que
se desarrollé una ciencia abstracta del espacio (llamada “topologia” por la palabra
griega para el espacio o el lugar, “topos™), los cuales no necesitaban de las nociones
métricas. Se notd también que las nociones métricas no se aplicaban sélo a lo espacial
(como en el caso de longitud, d&rea y volumen) sino también a lo temporal (duracién y
frecuencia) y a otras muchas disciplinas, especialmente la fisica y la quimica (fuerza,
peso, masa, densidad, temperatura, presion, velocidad, aceleracion, etc.). Era pues
conveniente distinguir también el pensamiento métrico del pensamiento numérico y
del espacial.

Al desarrollarse desde el Siglo XVII la teorfa de la probabilidad y el célculo diferencial
e integral, se empez0 a notar también que entre los estudiantes de mateméticas habia
algunos que sobresalian en los aspectos aritméticos y geométricos, pero que tenian
dificultad en pensar en los conceptos de la probabilidad o en las variaciones continuas
de los procesos fisicos. Pareci pues conveniente distinguir también el pensamiento
probabilistico o aleatorio y el pensamiento analitico o variacional como tipos de pen-
samiento matematico diferentes del numérico, el espacial y el métrico, aunque muy
relacionados con ellos.

Miguel de Guzman'®, una de las figuras mas influyentes en la educacion matematica en
Espafiay en Latinoamérica, sefiala al respecto que, més all& de las ramas tradicionales

2 Guzman, M. de (1995) “Tendencias e innovaciones en educacion
matemdtica”. Conferencia en el Seminario de Educacion Matemd-
tica. (Documento inédito disponible en la OEI). OFI. Bogotd.
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de las matemadticas: la aritmética y la geometria, en su devenir historico “el espiritu
matemdtico habria de enfrentarse con:

¢ lacomplejidad del simbolo (&lgebra)
¢ lacomplejidad del cambio y de la causalidad deterministica (célculo)

¢ lacomplejidad proveniente de la incertidumbre en la causalidad miiltiple incontro-
lable (probabilidad, estadistica)

e lacomplejidad de la estructura formal del pensamiento

(l6gica matematica)”.

Aqui se puede ver una clara relacion con

los cinco tipos de pensamiento matemdtico
enunciados en los Lineamientos Curriculares:
en la aritmética, el pensamiento numeérico; en la
geomelria, el pensamiento espacial y el métrico;
en el dlgebra y el cdlculo, el pensamiento
métrico y el variacional, y en la probabilidad y
estadistica, el pensamiento aleatorio.

Aqui se puede ver una clara relacion con
los cinco tipos de pensamiento matemati-
co enunciados en los Lineamientos Curri-
culares: en la aritmética, el pensamiento
numérico; en la geometria, el pensamien-
to espacial y el métrico; en el dlgebray el
calculo, el pensamiento métricoy el varia-
cional, y en la probabilidad y estadistica, el
pensamiento aleatorio; finalmente, puede
verse la alusion al pensamiento ldgico,
llamado también hipotético-deductivo o

pensamiento formal.

Por todo ello, en los Lineamientos Curriculares se prefirié hablar de los cinco tipos
de pensamiento matemadtico ya mencionados (el numérico, el espacial, el métrico o
de medida, el aleatorio o probabilistico y el variacional), sin incluir en ellos el logico,
pues —como se indic6 arriba— en todos esos cinco tipos es necesario atender al uso
y al desarrollo del pensamiento logico de los estudiantes y, a su vez, el progreso en el
pensamiento l6gico potencia y refina los cinco tipos de pensamiento matemético. Se
describen a continuacién uno por uno estos cinco tipos de pensamiento, mencionando
simultdneamente los sistemas conceptuales y simbolicos con cuyo dominio e ejercita
y refina el tipo de pensamiento respectivo, a la vez que ellos se desarrollan y perfec-
cionan con los avances en dichos tipos de pensamiento.

e El pensamiento numérico y los sistemas numéricos

Los Lineamientos Curriculares de Matematicas plantean el desarrollo de los procesos
curriculares y la organizacion de actividades centradas en la comprension del usoy de
los significados de los niimeros y de la numeracion; la comprension del sentido y signi-
ficado de las operaciones y de las relaciones entre nimeros, y el desarrollo de diferen-
tes técnicas de calculo y estimacion. Dichos planteamientos se enriquecen si, ademas,
se propone trabajar con las magnitudes, las cantidades y sus medidas como base para
dar significado y comprender mejor los procesos generales relativos al pensamiento
numérico y para ligarlo con el pensamiento métrico. Por ejemplo, para el estudio de
los niimeros naturales, se trabaja con el conteo de cantidades discretas y, para el de
los nimeros racionales y reales, de la medida de magnitudes y cantidades continuas.



En el caso de los niimeros naturales, las experiencias con las distintas formas de
conteo y con las operaciones usuales (adicion, sustraccién, multiplicacion y division)
generan una comprension del concepto de nimero asociado a la accion de contar con
unidades de conteo simples o complejas y con la reunién, la separacion, la repeticion
y la reparticion de cantidades discretas. En cierto sentido, la numerosidad o cardinali-
dad de estas cantidades se estd midiendo con un conjunto unitario como unidad sim-
ple, o con la pareja, la decena o la docena como unidades complejas, y las operaciones
usuales se asocian con ciertas combinaciones, separaciones, agrupaciones o reparti-
ciones de estas cantidades, aunque de hecho se refieren més bien a los niimeros que
resultan de esas mediciones.

Historicamente, las operaciones usuales de la aritmética eran muy di-

ficiles de ejecutar con los sistemas de numeracion griegos o con el ro-
mano, y s6lo en el Siglo XIII se empez6 a adoptar en Europa el sistema
de numeracién indo-ardbigo. Entre los Siglos XIVy XIX, la ensefianza de
la aritmética escolar se redujo en la practica al manejo de este sistema
de numeracion para los naturales y de su extension para los racionales
positivos (o “fraccionarios”). Pero durante el Siglo XX hubo una proli-
feracion muy grande de otros contenidos matematicos en la Educacién
Bésica y Media; en particular, ademds de los naturales, se empezaron a
estudiar los sistemas numéricos de los enteros, los racionales, los rea-
les y los complejos, y otros sistemas de numeracion antiguos y nuevos
(como el binario, el octal, el hexadecimal, el vigesimal y el sexagesi-

Historicamente, las
operaciones usuales de la
aritmética eran muy dificiles
de ejecutar con los sistemas
de numeracion griegos o con
el romano, y sélo en el Siglo
XIII se empezo a adoptar

en Europa el sistema de
numeracion indo-arabigo.

mal para los naturales y sus extensiones a los racionales), asi como las
notaciones algebraicas para los nimeros irracionales, los reales y los
complejos.

Estas extensiones sucesivas de los sistemas numéricos y de sus sistemas de numera-
cion representan una fuerte carga cognitiva para estudiantes y docentes y una serie de
dificultades didacticas para estos tltimos. Es conveniente recordar, por ejemplo, que
durante la Edad Antigua y Media ni siquiera las razones entre dos nimeros de contar
se consideraban como verdaderos niimeros. Hoy dia se aceptan como una nueva clase
de nimeros, llamados precisamente “racionales” (por la palabra latina “ratio”, que
significa “razon™).

El paso del concepto de niimero natural al concepto de niimero racional necesita
una reconceptualizacion de la unidad y del proceso mismo de medir, asi como una
extension del concepto de niimero. El paso del nimero natural al nimero racional
implica la comprension de las medidas en situaciones en donde la unidad de medida
no estd contenida un nimero exacto de veces en la cantidad que se desea medir o
en las que es necesario expresar una magnitud en relacién con otras magnitudes.
Las primeras situaciones llevan al nimero racional como medidor o como opera-
dor ampliador o reductor (algunos de estos dltimos considerados a veces también
como “partidores” o “fraccionadores” de la unidad en partes iguales), represen-
tado usualmente por una fracciéon como “%”, o por un decimal como “0,75”, o por
un porcentaje como “el 75%”. Las otras situaciones llevan al nimero racional como
razon, expresado a veces por frases como “3 de 4”7, 0 “3 por cada 4”, o “la relacién
de 3a4”, o por laabreviatura “3:4”.
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Algo parecido sucede con el paso del concepto de nimero natural al de nimero en-
tero més general, que puede ser positivo, cero o negativo, y del concepto de niimero
racional positivo (también llamado “ndmero fraccionario”) al de niimero racional més
general, que también puede ser positivo, cero, o negativo. Aunque los chinos e hin-
ddes empezaron a explorar niimeros negativos hace mas de mil afios, en los pafses
europeos éstos no se aceptaron como niimeros hasta bien entrado el Siglo XVII. El
concepto de nimero negativo es el resultado de la cuantificacion de ciertos cambios
en las medidas de una magnitud, o de la medida relativa de una magnitud con respecto
aun punto de referencia, identificado con el cero. Este paso de los nimeros naturales
alos niimeros enteros positivos y negativos (con el cero como entero) yalos niimeros
racionales positivos y negativos (con el cero como racional) no s6lo amplia el concep-
to de nimero, sino que también obliga a cambios conceptuales en las operaciones y las
relaciones entre ellos, configurando asi sistemas numéricos diferentes.

El fracaso en la medicion de ciertas longitudes cuando se tomaba otra como unidad
llevé al concepto de nimero irracional, que complementd el de nimero racional y llevé
apensar en un sistema unificado de niimeros racionales e irracionales llamados “rea-
les”, con sus operaciones y relaciones apropiadamente extendidas a los nuevos nime-
ros. Las conceptualizaciones relativas a los nimeros reales implican la aritmetizacion
de procesos infinitos, y por ende, la construccion de las nociones de inconmensurabi-
lidad, irracionalidad, completitud y continuidad. Igualmente, este paso de los niimeros
racionales a los nimeros reales requiere del uso y comprension de diferentes tipos
de representaciones numéricas, sobre todo, las relativas a los nimeros irracionales,
tanto por medio de decimales infinitos como de simbolos algebraicos.

El fracaso en la solucién de ciertas ecuaciones algebraicas llevd a la conceptualizacién
de un nuevo tipo de niimero, llamado “imaginario”, que complementd el de nimero
real y llevé a pensar en un sistema unificado de nimeros llamados “complejos”. Estos,
a su vez, requieren de diferentes tipos de representaciones y una extension de las
operaciones y las relaciones entre estos nuevos nimeros complejos.

MW

Se fueron configurando asi sistemas numéricos llamados “naturales”, “racionales po-
sitivos” (o “fraccionarios™), “enteros”, “racionales”, “reales”y “complejos”, cada uno
de ellos con operaciones y relaciones extendidas a los nuevos sistemas numéricos a
partir de su significado en los naturales y con sus sistemas de numeracion o sistemas
notacionales cada vez mas ingeniosos. El pensamiento aritmético opera mentalmente
sobre sistemas numéricos en interaccion con los sistemas de numeracion, y sin estos
Gltimos no se hubieran podido perfeccionar ni siquiera los sistemas numéricos natu-

rales, mucho menos los demads.

Asi pues, el desarrollo del pensamiento numérico exige dominar progresivamente un
conjunto de procesos, conceptos, proposiciones, modelos y teorias en diversos con-
textos, los cuales permiten configurar las estructuras conceptuales de los diferentes
sistemas numéricos necesarios para la Educacién Bésica y Media y su uso eficaz por
medio de los distintos sistemas de numeracion con los que se representan. El com-
plejoylento desarrollo historico de estos sistemas numéricos y simbdlicos esbozado
arriba sugiere que la construccién de cada uno de estos sistemas conceptuales y el
manejo competente de uno o mds de sus sistemas simbélicos no puede restringir-
se a grados especificos del ciclo escolar, sino que todos ellos se van construyendo y



utilizando paciente y progresivamente a lo largo de la Educacion Bésica y Media. Un
acompaflamiento pedagdgico paciente y progresivo de los estudiantes puede lograr
que la gran mayorfa de ellos logre la proeza de recorrer doce milenios de historia del
pensamiento numérico en sélo doce afios de escolaridad.

e [El pensamiento espacial y los sistemas geométricos

El pensamiento espacial, entendido como “... el conjunto de los procesos cognitivos
mediante los cuales se construyen y se manipulan las representaciones mentales de
los objetos del espacio, las relaciones entre ellos, sus transformaciones, y sus diversas
traducciones o representaciones materiales”® contempla las actuaciones del sujeto en
todas sus dimensionesy relaciones espaciales para interactuar de diversas maneras con
los objetos situados en el espacio, desarrollar variadas representaciones y, a través de
la coordinacion entre ellas, hacer acercamientos conceptuales que favorezcan la crea-
cién y manipulacion de nuevas representaciones mentales. Esto requiere del estudio de
conceptos y propiedades de los objetos en el espacio fisico y de los conceptos y propie-
dades del espacio geométrico en relacién con los movimientos del propio cuerpo y las
coordinaciones entre ellos y con los distintos 6rganos de los sentidos.

Desde esta perspectiva se rescatan, de un lado, las relaciones topoldgicas, en tanto
reflexion sistemédtica de las propiedades de los cuerpos en virtud de su posicién y su
relacion con los demds y, de otro lado, el reconocimiento y ubicacién del estudiante
en el espacio que lo rodea, en lo que Grecia Galvez ha llamado el meso-espacio y el
macro-espacio, refiriéndose no sélo al tamailo de los espacios en los que se desarro-
lla lavida del individuo, sino también a su relacion con esos espacios'. En este primer
momento del pensamiento espacial no son importantes las mediciones ni los resulta-
dos numéricos de las medidas, sino las relaciones entre los objetos involucrados en
el espacio, y la ubicacion y relaciones del individuo con respecto a estos objetos y a
este espacio.

Posteriormente, y a medida que se complejizan los sistemas de representacion del
espacio, en un segundo momento se hace necesaria la metrizacion, pues ya no es sufi-
ciente con decir que algo estd cerca o lejos de algo, sino que es necesario determinar
qué tan cerca o qué tan lejos estd. Esto significa un salto de lo cualitativo a lo cuan-
titativo, lo cual hace aparecer nuevas propiedades y relaciones entre los objetos. De
esta manera, la percepcion geométrica se complejiza y ahora las propiedades de los
objetos se deben no sdlo a sus relaciones con los demds, sino también a sus medidas y
alas relaciones entre ellas. El estudio de estas propiedades espaciales que involucran
la métrica son las que, en un tercer momento, se convertirdn en conocimientos forma-
les de la geometria, en particular, en teoremas de la geometrfa euclidiana.

Lo anterior implica relacionar el estudio de la geometria con el arte y la decoracion;
con el disefio y construccion de objetos artesanales y tecnoldgicos; con la educacion
fisica, los deportes y la danza; con la observacion y reproduccion de patrones (por
ejemplo en las plantas, animales u otros fenémenos de la naturaleza) y con otras for-
mas de lecturay comprension del espacio (elaboracion e interpretacion de mapas, re-
presentaciones a escala de sitios o regiones en dibujos y maquetas, etc.), entre otras
muchas situaciones posibles muy enriquecedoras y motivadoras para el desarrollo del
pensamiento espacial.

B Ministerio de Fducacion Nacional (1998). Matemticas. Linea-
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Galvez, Grecia (1988). "La geometria. La psicogénesis de las no-
ciones espaciales y la ensefianza de la geometria en la escuela
primaria”. En: Cecilia Parra e Irma Saiz (comps.). Diddctica de las
matemdticas. Aportes y Reflexiones. Paidés Educador. Buenos
Aires.
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Como todos los sistemas, los geométricos tienen

Asi pues, la apropiacion por parte de los estudiantes del espacio fisico y geométri-
co requiere del estudio de distintas relaciones espaciales de los cuerpos sélidos y
huecos entre siy con respecto a los mismos estudiantes; de cada cuerpo sélido o
hueco con sus formas y con sus caras, bordes y vértices; de las superficies, regiones y
figuras planas con sus fronteras, lados y vértices, en donde se destacan los procesos
de localizacion en relacion con sistemas de referencia, y del estudio de lo que cambia
o se mantiene en las formas geométricas bajo distintas transformaciones. El trabajo
con objetos bidimensionales y tridimensionales y sus movimientos y transformaciones
permite integrar nociones sobre volumen, drea y perimetro, lo cual a su vez posibilita
conexiones con los sistemas métricos o de medida y con las nociones de simetrfa,
semejanza y congruencia, entre otras. As, la geometria activa se presenta como una
alternativa para refinar el pensamiento espacial, en tanto se constituye en herramienta
privilegiada de exploracion y de representacion del espacio®. El trabajo con la geo-
metrfa activa puede complementarse con distintos programas de computacién que
permiten representaciones y manipulaciones que eran imposibles con el dibujo tra-
dicional.

Los puntos, lineas rectas y curvas, regiones
planas o curvas limitadas o ilimitadas y los
cuerpos sélidos o huecos limitados o ilimi-

tres aspectos: los elementos de que constan, las tados pueden considerarse como los ele-

operaciones y transformaciones con las que se mentos de complicados sistemas de figuras,

combinan, y las relaciones o nexos entre ellos.

5 Ministerio de Educacion Nacional (1998). Matemticas. Linea-

mientos curriculares. MEN. Bogotd, pag. 57.

transformaciones y relaciones espaciales:
los sistemas geométricos. Como todos los
& sistemas, los geométricos tienen tres aspec-
tos: los elementos de que constan, las operaciones y transformaciones con las que
se combinan, y las relaciones o nexos entre ellos. Estos sistemas se expresan por
dibujos, gestos, letras y palabras que se utilizan como registros de representacién
diferentes que se articulan en sistemas notacionales o sistemas simbdlicos para ex-
presar y comunicar los sistemas geométricos y posibilitar su tratamiento, para razonar
sobre ellos y con ellos y, a su vez, para producir nuevos refinamientos en los sistemas
geométricos. El pensamiento espacial opera mentalmente sobre modelos internos del
espacio en interaccién con los movimientos corporales y los desplazamientos de los
objetos y con los distintos registros de representacion y sus sistemas notacionales o
simbdlicos. Sin estos tltimos, tampoco se hubiera podido perfeccionar el trabajo con
los sistemas geométricos y, en consecuencia, refinar el pensamiento espacial que los
construye, maneja, transforma y utiliza.

Los sistemas geométricos pueden modelarse mentalmente o con trazos sobre el pa-
pel o el tablero y describirse cada vez mas finamente por medio del lenguaje ordinario
ylos lenguajes técnicos y matematicos, con los cuales se pueden precisar los distintos
modelos del espacio y formular teorias mas y mas rigurosas. Estos modelos con sus
teorfas se suelen llamar “geometrfas”.

La geometria euclidiana fue la primera rama de las mateméticas en ser organizada de
manera logica. Por ello, entre los propdsitos principales de su estudio esté definir, jus-
tificar, deducir y comprender algunas demostraciones. La geometrfa euclidiana puede
considerarse como un punto de encuentro entre las matemdticas como una practica
social y como una teoria formal y entre el pensamiento espacial y el pensamiento mé-



trico. Por ello, como se dijo al tratar sobre el pensamiento l6gico, el pensamiento
espacial y el métrico encuentran en la geometrfa euclidiana un lugar privilegiado —aun-
que no exclusivo— para el desarrollo del pensamiento l6gico y éste, a su vez, potencia
y refina los dos primeros.

e El pensamiento métrico y los sistemas métricos o de medidas

Los conceptos y procedimientos propios de este pensamiento hacen referencia a la
comprension general que tiene una persona sobre las magnitudes y las cantidades, su
medicion y el uso flexible de los sistemas métricos o de medidas en diferentes situa-
ciones. En los Lineamientos Curriculares se especifican conceptos y procedimientos
relacionados con este tipo de pensamiento, como:

e La construccion de los conceptos de cada magnitud.
e Lacomprension de los procesos de conservacion de magnitudes.

e Laestimacion de la medida de cantidades de distintas magnitudes y los aspec-
tos del proceso de “capturar lo continuo con lo discreto”.

e Laapreciacion del rango de las magnitudes.

e Laseleccion de unidades de medida, de patrones y de instrumentos y procesos
de medicion.

e Ladiferencia entre la unidad y los patrones de medicion.
e Laasignacién numérica.
e Elpapel del trasfondo social de la medicion'.

En relacion con los anteriores conceptos y procedimientos, es importante destacar
que la estimacion de las medidas de las cantidades y la apreciacion de los rangos entre
los cuales puedan ubicarse esas medidas trascienden el tratamiento exclusivamente
numérico de los sistemas de medidas y sefialan la estimacién como puente de rela-
ciones entre las mateméticas, las demds ciencias y el mundo de la vida cotidiana, en
contextos en los que no se requiere establecer una medida numérica exacta. Otros
aspectos importantes en este pensamiento son la integracion de la estimacion con los
procedimientos numéricos de truncamiento y redondeo, el tratamiento del error, la
valoracion de las cifras significativas y el uso de técnicas de encuadramiento, asf como
la expresion de medidas grandes y pequefias por medio de la notacion cientifica.

Histéricamente, el pensamiento métrico se perfecciond con el refinamiento de las
unidades de medida de longitud, tomadas al comienzo de partes del cuerpoy por tanto
muy diversas en cada region y cultura, que fueron luego estandarizadas para el comer-
cio y la industria. Se configuraron en distintas regiones y pafses muchos sistemas de
unidades y medidas o sistemas métricos, como el francés, el espafiol, el ruso, el inglés y
suvariante norteamericanay, después de la Revolucion Francesa, se empez a disefiar
un sistema decimal de pesos y medidas que tuvo varias etapas y configuraciones, como
el sistema CGS (centimetro-gramo-segundo) y el MKS (metro-kilogramo-segundo) y,
més recientemente, el SI (Sistema Internacional de unidades y medidas), que es el
més extendido actualmente. Sin embargo, el inglés y el norteamericano siguen siendo
muy utilizados en todo el mundo y muchos de los antiguos sistemas locales subsisten
mas o menos adaptados a las unidades internacionales. Asi pues, el pensamiento mé-

6 Ibid, pag. 63.
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trico no puede trabajar sin sistemas de medidas o métricos, ni éstos refinarse sin las
notaciones, registros, tablas, abreviaturas y otros sistemas notacionales o simbdlicos,
en una interaccion dialéctica constante y cambiante.

En lo que respecta al aprendizaje de sistemas de medida y, en particular del SI, es
importante el reconocimiento del conjunto de unidades de medida que se utilizan para
cada una de las diferentes magnitudes (la velocidad, la densidad, la temperatura, etc.,
y no sélo de las magnitudes mas relacionadas con la geometria: la longitud, el area,
el volumen y la amplitud angular). El estudio de esas primeras magnitudes muestra
que el pensamiento métrico no se limita a las matematicas, sino que se extiende tam-
bién a las ciencias naturales y sociales. En cada conjunto de unidades del SI para cada
magnitud hay una unidad que sirve de base a las otras, que son mayores (mdltiplos)
o menores (submdltiplos) de dicha unidad bésica. Asi se construyen herramientas
conceptuales para el andlisis y la ejercitacion de la equivalencia entre medidas expre-
sadas en distintas unidades y la explicitacion de las relaciones pertinentes del SI con
el sistema de numeracion decimal en sus diversas formas escriturales: con coma, con
puntoy en notacion cientifica. Esas relaciones entre el sistema de numeracién decimal
y cada sistema de unidades del SI para una determinada magnitud (por ejemplo la lon-
gitud) se indican por los prefijos que expresan los miiltiplos (deca-, hecto-, kilo-, etc.)
y submiiltipos (deci-, centi-, mili-, etc.) de la unidad bésica (en este caso, del metro)
y su correspondencia con las unidades superiores del sistema métrico decimal (de-
cena, centena, unidad de mil, etc.) y con las unidades inferiores (décima, centésima,
milésima, etc.). Igualmente, es necesario establecer diferencias conceptuales entre
procedimientos e instrumentos de medicién, entre unidades y patrones de medida, y
entre la precision y la exactitud de una medicion.

De especial importancia son aquellas magnitudes que tienen estrecha relacion con as-
pectos claves de lavida social, como por ejemplo, todo lo relacionado con los servicios
piblicos, sus procesos de medici6n y facturacion y las unidades respectivas (litro, me-
tro cibico, voltio, amperio, vatio, kilovatio, kilovatio-hora), algunas de las cuales, como
ya se indico arriba, desbordan el campo de las matematicas y requieren del desarrollo
del pensamiento cientificoy del aprendizaje de algunos contenidos de la fisica. De esta
manera, el pensamiento métrico estd estrechamente relacionado con las disciplinas
cientificas naturales y sociales y con las competencias ciudadanas, en particular, con
lo que al cuidado del medio ambiente se refiere, en tanto conviene tener elementos
conceptuales claros para hacer un uso racional de los servicios piiblicos, identificar
cudndo se estd haciendo un gasto innecesario de ellos, explicar las razones por las
cuales pudo haberse incrementado el gasto y proponer medidas eficaces para el aho-
rro del agua, el gas y la energfa eléctrica.

¢ El pensamiento aleatorio y los sistemas de datos

Este tipo de pensamiento, llamado también probabilistico o estocéstico, ayuda a tomar
decisiones en situaciones de incertidumbre, de azar, de riesgo o de ambigiiedad por fal-
ta de informacién confiable, en las que no es posible predecir con seguridad lo que va
a pasar. El pensamiento aleatorio se apoya directamente en conceptos y procedimien-
tos de la teoria de probabilidades y de la estadistica inferencial, e indirectamente en
la estadistica descriptiva y en la combinatoria. Ayuda a buscar soluciones razonables a
problemas en los que no hay una solucién clara y segura, abordandolos con un espiritu



de exploracion y de investigacion mediante la construccién de modelos de fenémenos
fisicos, sociales o de juegos de azar y la utilizacion de estrategias como la exploracin de
sistemas de datos, la simulacion de experimentos y la realizacion de conteos.

El azar se relaciona con la ausencia de patrones o esquemas es-
pecificos en las repeticiones de eventos o sucesos, y otras veces
con las situaciones en las que se ignora cudles puedan ser esos
patrones, si acaso existen, como es el caso de los estados del
tiempo; de la ocurrencia de los terremotos, huracanes u otros
fenémenos de la naturaleza; de los accidentes, fallas mecanicas,
epidemias y enfermedades; de las elecciones por votacion; de los
resultados de dispositivos como los que se usan para extraer es-
feras numeradas para las loterfas y de las técnicas para efectuar
los lanzamientos de dados o monedas o para el reparto de cartas
o fichas en los juegos que por esto mismo se llaman “de azar”.

[}

El azar se relaciona con

la ausencia de patrones o
esquemas especificos en las
repeticiones de eventos o sucesos,
y otras veces con las situaciones
en las que se ignora cudles
puedan ser esos patrones, si
acaso existen, como es el caso de
los estados del tiempo.

o

En las experiencias cotidianas que los estudiantes ya tienen sobre estos sucesos y
estos juegos, empiezan a tomar conciencia de que su ocurrencia y sus resultados son
impredecibles e intentan realizar estimaciones intuitivas acerca de la posibilidad de
que ocurran unos u otros. Estas estimaciones conforman una intuicién inicial del azar
y permiten hacer algunas asignaciones numéricas para medir las probabilidades de
los eventos o sucesos, asi sean inicialmente un poco arbitrarias, que comienzan con
asignar probabilidad 0 a la imposibilidad o a la méxima improbabilidad de ocurrencia;
asignar % a cualquiera de dos alternativas que se consideran igualmente probables, y
asignar 1 a la necesidad o a la méxima probabilidad de ocurrencia.

Las situaciones y procesos que permiten hacer un conteo sistematico del nimero de
combinaciones posibles que se puedan asumir como igualmente probables, junto con el
registro de diferentes resultados de un mismo juego, asf como los intentos de interpre-
tacién y prediccion de los mismos a partir de la exploracion de sistemas de datos, de-
sarrollan en los estudiantes la distincion entre situaciones deterministas y situaciones
aleatorias o azarosas y permiten refinar las mediciones de la probabilidad con nimeros
entre 0y 1. Més tarde, esas situaciones y procesos pueden modelarse por medio de sis-
temas matematicos relacionados con la teorfa de probabilidades y la estadistica.

El empleo cada vez mas generalizado de las tablas de datos y de las recopilaciones de
informacion codificada llevé al desarrollo de la estadistica descriptiva, y el estudio de
los sistemas de datos por medio del pensamiento aleatorio llevo a la estadistica infe-
rencial y a la teorfa de probabilidades. El manejo y andlisis de los sistemas de datos se
volvi§ inseparable del pensamiento aleatorio.

Los sistemas analiticos probabilisticos y los métodos estadisticos desarrollados du-
rante los siglos XIX y XX se han refinado y potenciado en los tltimos decenios con los
avances de la computacion electrénica y, por ello, hoy dia ya no es tan importante para
los estudiantes el recuerdo de las férmulas y la habilidad para calcular sus valores,
como si lo es el desarrollo del pensamiento aleatorio, que les permitira interpretar,
analizar y utilizar los resultados que se publiquen en periddicos y revistas, que se
presenten en la television o que aparezcan en pantalla o en hojas impresas como pro-
ductos de los distintos programas de andlisis de datos.

a
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Por ello, no es ya necesario aprender las férmulas y procedimientos matematicos
para calcular la media o la mediana, la varianza o la desviacién estandar, sino avanzar
gradualmente en el desarrollo de habilidades combinatorias para encontrar todas las
situaciones posibles dentro de ciertas condiciones, estimar si son o no igualmente
probables y asignarles probabilidades numéricas, asi como en dominar los conceptos
y procedimientos necesarios para recoger, estudiar, resumir y diagramar sistemas de
datos estadisticos y tratar de extraer de ellos toda la informaci6n posible con la ayuda
de calculadoras, hojas de célculo y otros programas de andlisis de datos, con el fin de
intentar predecir dentro de ciertos rangos el curso de los acontecimientos respecti-
vos y de tomar decisiones lo mds razonables posibles ante la imposibilidad de saber
con certeza lo que va a pasar.

e El pensamiento variacional y los sistemas algebraicos y analiticos

Como su nombre lo indica, este tipo de pensamiento tiene que ver con el reconoci-
miento, la percepcion, la identificacion y la caracterizacion de la variacion y el cambio
en diferentes contextos, asi como con su descripcién, modelacion y representacién
en distintos sistemas o registros simbdlicos, ya sean verbales, iconicos, graficos o al-
gebraicos. Uno de los propdsitos de cultivar el pensamiento variacional es construir
desde la Educacion Basica Primaria distintos caminos y acercamientos significativos
para la comprension y uso de los conceptos y procedimientos de las funciones y sus
sistemas analiticos, para el aprendizaje con sentido del calculo numérico y algebraico
y, en la Educacion Media, del célculo diferencial e integral. Este pensamiento cumple
un papel preponderante en la resolucion de problemas sustentados en el estudio de la
variacion y el cambio, y en la modelacion de procesos de la vida cotidiana, las ciencias
naturales y sociales y las matemdticas mismas.

El pensamiento variacional se desarrolla en estrecha relacion con los otros tipos de pen-
samiento matemético (el numérico, el espacial, el de medida o métrico y el aleatorio o
probabilistico) y con otros tipos de pensamiento més propios de otras ciencias, en es-
pecial a través del proceso de modelacion de procesos y situaciones naturales y sociales
por medio de modelos mateméticos. En particular la relacién con otros pensamientos
aparece con mucha frecuencia, porque la variacién y el cambio, aunque se representan
usualmente por medio de sistemas algebraicos y analiticos, requieren de conceptos y
procedimientos relacionados con distintos sistemas numéricos (en particular, del siste-
ma de los nimeros reales, fundamentales en la construccion de las funciones de variable
real), geométricos, de medidas y de datos y porque todos estos sistemas, a su vez, pue-
den presentarse en forma estatica o en forma dindmica y variacional.

El desarrollo de este pensamiento se inicia con el estudio de regularidades y la detec-
cion de los criterios que rigen esas regularidades o las reglas de formacion para iden-
tificar el patron que se repite periddicamente. Las regularidades (entendidas como
unidades de repeticién) se encuentran en sucesiones o secuencias que presentan
objetos, sucesos, formas o sonidos, uno detrds de otro en un orden fijado o de acuer-
do a un patrén. De esta manera, la unidad que se repite con regularidad da lugar a un
patron. Al identificar en qué se pareceny en qué se diferencian los términos de estas
sucesiones o secuencias, se desarrolla la capacidad para identificar en qué consiste
la repeticion de mismo patron y la capacidad para reproducirlo por medio de un cierto
procedimiento, algoritmo o férmula.



Para desarrollar este pensamiento desde los primeros niveles de la Educacion Basica
Primaria son muy apropiadas, entre otras, las siguientes actividades: analizar de qué
forma cambia, aumenta o disminuye la forma o el valor en una secuencia o sucesién de
figuras, nimeros o letras; hacer conjeturas sobre la forma o el valor del siguiente tér-
mino de la secuencia; procurar expresar ese término, o mejor los dos o tres términos
siguientes, oralmente o por escrito, o por medio de dibujos y otras representaciones,
e intentar formular un procedimiento, algoritmo o férmula que permita reproducir
el mismo patrén, calcular los siguientes términos, confirmar o refutar las conjeturas
iniciales e intentar generalizarlas.

Las actividades de generalizacion de patrones numéricos, geométricos y

de leyes y reglas de tipo natural o social que rigen los niimeros y las figuras ( entendidas como
involucran la visualizacion, exploracion y manipulacion de los niimeros y las unidades de repeticio’n) se

figuras en los cuales se basa el proceso de generalizacion". Esta es una
forma muy apropiada de preparar el aprendizaje significativo y comprensivo

de los sistemas algebraicos y su manejo simbdlico mucho antes de llegar al secuencias que presentan
séptimo y octavo grado. Estas actividades preparan a los estudiantes para objetos, sucesos, formas o
la construccion de la expresion algebraica a través de la formulacion verbal sonidos, uno detrds de otro

de una regla recursiva que muestre como construir los términos siguientes
a partir de los precedentes y el hallazgo de un patrén que los guie més o

o

El estudio del cambio también se puede iniciar en la Educacién Basica Primaria a través
del andlisis de fenémenos de variacién (por ejemplo, el crecimiento de una planta du-
rante un mes o el cambio de la temperatura durante el dia o el flujo de vehiculos frente
a la institucion durante una mafiana) representados en gréficas y tablas. Esta manera de
acercarse al pensamiento variacional estd muy relacionada con el manejo de los sistemas
de datos y sus representaciones. Por el andlisis cuidadoso de esas representaciones se
puede identificar la variacion que ocurre y, en algunos casos, llegar a precisar la magnitud
de los cambios y aun la tasa de cambio en relacion con el tiempo.

En la Educacién Bésica Secundaria, el sistema de representacién mas directamente li-
gado con las variaciones es el sistema algebraico, pero éstas también se expresan por
medio de otros tipos de representaciones como las gestuales, las del lenguaje ordina-
rio o técnico, las numéricas (tablas), las gréficas (diagramas) ylas iconicas, que actdan
como intermediarias en la construccion general de los procedimientos, algoritmos o
formulas que definen el patrén y las respectivas reglas que permiten reproducirlo.

El estudio de los patrones esté relacionado con nociones y conceptos propios del
pensamiento variacional, como constante, variable, funcion, razén o tasa de cambio,
dependencia e independencia de una variable con respecto a otra, y con los distintos
tipos de modelos funcionales asociados a ciertas familias de funciones, como las li-
neales y las afines (o de gréfica lineal), las polinémicas y las exponenciales, asf como
con las relaciones de desigualdad y el manejo de ecuaciones e inecuaciones. El estu-
dio de las relaciones funcionales que pueden detectarse en la vida cotidiana, como las
relaciones entre edad y altura de un nifio (o entre edad y masa o peso corporal), entre
latemperaturaa lo largo de un dia y la hora que marca un reloj, etc., permite coordinar
cambios de una magnitud Y con cambios de una magnitud X. Esta primera aproxima-
cién a la nocién la funcion es la de dependencia funcional entre magnitudes variables.

Las regularidades

encuentran en sucesiones o

en un orden fijado o de
menos directamente a la expresion algebraica. acuerdo a un patron.
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Es importante distinguir las funciones lineales de las no lineales y conectar el estu-
dio de la proporcionalidad directa con las funciones lineales. Es importante también
tener en cuenta que las funciones permiten analizar y modelar distintos fenémenos
y procesos no solo en problemas y situaciones del mundo de la vida cotidiana, sino
también de las ciencias naturales y sociales y de las matemdticas mismas.

El desarrollo del pensamiento variacional, dadas sus caracteristicas, es lento y com-
plejo, pero indispensable para caracterizar aspectos de la variacion tales como lo que
cambia y lo que permanece constante, las variables que intervienen, el campo de va-
riacion de cada variable y las posibles relaciones entre esas variables. Ademds, en las
situaciones de aprendizaje que fomentan el desarrollo de este tipo de pensamiento,
también se dan miiltiples oportunidades para la formulacion de conjeturas, la puesta
aprueba de las mismas, su generalizacion y la argumentacion para sustentar o refutar
una conjetura o una propuesta de generalizacion, todo lo cual se relaciona con el pen-
samiento logico y el pensamiento cientifico. Esto se logra a través de la elaboracion e
interpretacion de ciertas representaciones matematicas —graficas, tablas, ecuaciones,
inecuaciones o desigualdades, etc.— que permiten tratar con situaciones de variaciony
dependencia en la resolucion de problemas. Los objetos algebraicos, como por ejem-
plo los términos algebraicos, se reconstruyen como representaciones de funciones
y las ecuaciones e inecuaciones se reinterpretan como igualdades o desigualdades
entre funciones. De aqui que las miltiples relaciones entre la produccion de patrones
de variacion y el proceso de modelacion —y particularmente el estudio de las nociones
de variable y de funcién— sean las perspectivas més adecuadas para relacionar el pen-
samiento variacional con el célculo algebraico en la Educacién Basica Secundaria y con
la geometria analitica y el célculo diferencial e integral en la Educacién Media.

El desarrollo del lgebra en los Siglos XVIy XVIl 'y el del célculo diferencial e integral
en los Siglos XVII y XVIII mostraron también que el pensamiento variacional no se
podia refinar sin los sistemas algebraicos y analiticos ni éstos sin aquél. La relacion
del pensamiento variacional con el manejo de los sistemas algebraicos muestra que el
algebra es un sistema potente de representacion y de descripcion de fenémenos de
variacién y cambio y no solamente un juego formal de simbolos no interpretados, por
ttiles, ingeniosos e interesantes que sean dichos juegos.

Un aspecto importante en el aprendizaje del dlgebra corresponde a la utilizacién con
sentido y al estudio formal de los objetos algebraicos (variables, constantes, paré-
metros, términos, formulas y otras expresiones algebraicas como las ecuaciones e
inecuaciones, los sistemas de ecuaciones o de inecuaciones, por ejemplo), para lo
cual es necesario ampliar la notacion del lenguaje aritmético y utilizar las propiedades
caracteristicas de los sistemas numéricos (como la conmutativa y la asociativa de la
adiciony la multiplicacion y la distributiva de la multiplicacion respecto de la adicion, o
el cardcter simétrico y transitivo de la igualdad y el caracter antisimétrico y transitivo
de la desigualdad). De esta manera, el célculo algebraico surge como generalizacion
del trabajo aritmético con modelos numéricos en situaciones de variacion de los valo-
res de las mediciones de cantidades relacionadas funcionalmente.

Es necesario sefalar que el desarrollo de este pensamiento debe también atender al
estudio de las actividades matematicas propias de los procesos infinitos, pues son éstos
los que caracterizan el campo conceptual del andlisis matemético, en el cual se sitiia el



célculo diferencial e integral que se suele introducir en el grado 11. Por tal razén es nece-
sario incorporar tempranamente a los estudiantes en el estudio de los conceptos funda-
mentales de ese campo y de las técnicas y métodos de estimacion y de aproximacion, lo
cual se logra articulando la bisqueda de soluciones no exactas, de intervalos de valores
aceptables, de problemas de estimacion de posibles valores en el contexto de medidas
de longitudes, &reas yvolimenes y de modelos matematicos de procesos bioldgicos, qui-
micosy fisicos que utilicen expresiones algebraicas. Se refuerza asia la estimacion como
nicleo conceptual importante en el desarrollo del pensamiento numérico.

Ya desde el comienzo de la Bésica Secundaria cobra especial importancia el estudio
de los nimeros decimales como sistemas de representacion de valores aproximados
y como expresiones infinitas para niimeros racionales e irracionales, asi como el cal-
culo del drea del circulo, de los volimenes de cilindros, conos y esferas y de las areas
exteriores de los mismos, todo lo cual prepara a los estudiantes para conceptualizar el
limite, la continuidad, la derivada como tasa de cambio instantdneay la integral defini-
da como limite de una suma.

H Relaciones entre los cinco tipos de pensamiento matematico

Los cinco tipos de pensamiento descritos anteriormente tienen elementos conceptuales
comunes que permiten el disefio de situaciones de aprendizaje —y en particular de situa-
ciones problema— que integren los diferentes pensamientos y que, a la vez, posibilitan
que los procesos de aprendizaje de las mateméticas se den a partir de la construccion de
formas generales y articuladas de esos mismos tipos de pensamiento matematico. Entre
los elementos integradores de mayor relevancia se pueden destacar:

e Elestudio de lavariacion como una base fundamental para acceder a los procesos
de generalizacion propios de cada uno de los pensamientos. En este sentido, el
estudio de las propiedades de los niimeros y sus operaciones y de la manera como
varfan sus resultados con el cambio de los argumentos u operandos, o de los obje-
tos de la geometria y sus caracteristicas y de la manera como cambian las medidas
de las cantidades asociadas con las transformaciones de esos objetos, se propo-
nen como procesos de abstraccion y generalizacion a partir del andlisis de lo que
es invariante en medio de los aspectos variables de un conjunto de situaciones.
Muchos de los conceptos de la aritmética y la geometria se suelen presentar en
forma estatica, pero ganarfan mucho en flexibilidad y generalidad y atraerfan mas
el interés de los estudiantes si se presentan en forma dindmica y variacional.

e El tratamiento de las magnitudes y sus procesos de medicién se constituyen
en la base conceptual sobre la cual se organizan los procesos conceptuales de
cada pensamiento. El estudio de la variacion hace necesaria una referencia a
la identificacion de variables, y por tanto, al reconocimiento de las magnitudes
y de las medidas de las cantidades asociadas. Asi, por ejemplo, ya se sefial6 a
proposito del pensamiento numérico como el tratamiento de las magnitudes
cobra fuerza en el aprendizaje del concepto de nimero (medir y contar como
base para su aprendizaje), de las operaciones entre nimeros (al operar no
solo se opera sobre ndmeros, sino también, sobre las cantidades y magnitudes
que ellos representan en el contexto del problema que se pretende resolver)
y de las relaciones entre ellos (al comparar niimeros es conveniente comparar
longitudes de segmentos y trazos o marcas en una recta numeérica).
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mientos curriculares. MEN. Bogotd, pags. 36, 38, 41y 42.

e Laestimacion y la aproximacion son dos procesos presentes en los diferentes
pensamientos. Ellas son elementos fundamentales en la construccion de los
conceptos, procesos y procedimientos relativos a cada pensamiento, princi-
palmente al numérico, al métrico y al aleatorio; llaman la atencién sobre el
caracter inexacto e incompleto de muchos de los resultados de las matemati-
cas y de otras ciencias, y ayudan a organizar formas de pensamiento flexibles
asociadas a contextos particulares. De otra parte, muestran que en la mayorfa
de las situaciones cotidianas lo que se necesita es tener una buena estimacién
del rango de magnitud de un resultado y no tanto un resultado exacto.

e Eltratamiento de los conceptos relativos a la medida de magnitudes compues-
tas a partir de las relaciones funcionales con respecto a las magnitudes fun-
damentales que las componen hace que conceptos como el de drea, volumen,
velocidad, aceleracion, densidad, etc., puedan entenderse como funciones de
otras magnitudes mas simples. Igualmente, esta aproximacion hace que los
conceptos relativos al pensamiento métrico se relacionen de manera directa
con el numérico y sirvan de puente para el estudio de las disciplinas cientificas
naturales y sociales.

e El tratamiento de las situaciones que involucran fenémenos estocésticos hace
necesario el recurso a conceptos relacionados con el pensamiento variacional,
al igual que el recurso a los conceptos numéricos, en tanto que se deben identi-
ficar variables, determinar su comportamiento a lo largo de su posible conjunto
de valores, discriminar entre las variables independientes y las dependientes, y
determinar, dentro de las posibilidades del fendmeno, la distribucion de las va-
riables independientes para predecir el posible comportamiento de las variables
dependientes para distintos rangos de valores de las dependientes.

Los tres contextos en el aprendizaje de las matemadticas

El contexto del aprendizaje de las matematicas es el lugar —no sélo fisico, sino ante
todo sociocultural— desde donde se construye sentido y significado para las activida-
desy los contenidos matematicos, y por lo tanto, desde donde se establecen conexio-
nes con la vida cotidiana de los estudiantes y sus familias, con las demds actividades
de la institucion educativa y, en particular, con las demds ciencias y con otros dmbitos
de las matematicas mismas. La palabra contexto, tal como se utiliza en los Lineamien-
tos Curriculares', se refiere tanto al contexto mds amplio —al entorno sociocultural,
al ambiente local, regional, nacional e internacional— como al contexto intermedio de
la institucion escolar —en donde se viven distintas situaciones y se estudian distintas
areas—y al contexto inmediato de aprendizaje preparado por el docente en el espacio
del aula, con la creacién de situaciones referidas a las matematicas, a otras areas, a
lavida escolar y al mismo entorno sociocultural, etc., o a situaciones hipotéticas y aun
fantdsticas, a partir de las cuales los alumnos puedan pensar, formular, discutir, argu-
mentar y construir conocimiento en forma significativa y comprensiva.

Por ello también se podria decir, como se dijo con respecto a los procesos generales
y a los tipos de pensamiento, que hay al menos tres tipos o niveles de contexto o, si se
prefiere, que hay tres contextos distintos pero muy relacionados entre si: e/ contexto in-
mediato o contexto de aula, creado por la disposicion de las paredes, ventanas, muebles



y materiales, por las normas explicitas o implicitas con las que se trabaja en clase y por
la situacion problema preparada por el docente; e/ contexto escolar o contexto institu-
cional, configurado por los escenarios de las distintas actividades diarias, la arquitectura
escolar, las tradiciones y los saberes de los estudiantes, docentes, empleados adminis-
trativos y directivos, asi como por el PEI, las normas de convivencia, el curriculo explicito
de las distintas dreas curriculares y el llamado “curriculo oculto” de la institucién, y el
contexto extraescolar o contexto sociocultural, conformado por todo lo que pasa fuera de
la institucion en el ambiente de la comunidad local, de la region, el pais y el mundo.

Cuando se habla de preparar situaciones problema, proyectos de aula, unidades o pro-
yectos integrados, actividades y otras situaciones de aprendizaje, se suele decir que
éstas deben ser adaptadas al contexto o tomadas del contexto. Esta recomendacion
suele entenderse como la biisqueda de una relacion cercana con el contexto extraes-
colar o sociocultural de los estudiantes; dicha relacion es importante para despertar
su interés y permitirles acceder a las actividades con una cierta familiaridad y com-
prension previa, pero no puede olvidarse que este contexto extraescolar o sociocul-
tural no se reduce al vecindario, al municipio, al departamento o a la region, sino que
se extiende al pafs y a todo el planeta Tierra, y tal vez al universo entero, pues para
muchos estudiantes el espacio, los planetas, el sistema solar, las estrellas, conste-
laciones y galaxias son tan cercanas a su interés y a sus afectos como los accidentes
geograficos de sus pueblos y ciudades.

Esta dtil recomendacién de tener muy en cuenta el contexto extraescolar o sociocultu-
ral para el disefio y planeacion de las actividades y situaciones de clase no puede servir
de excusa para no trabajar también situaciones problema relacionadas con el contexto
escolar o institucional, en particular con las actividades que ocurren en las clases de
distintas dreas curriculares como el lenguaje, las ciencias sociales y las naturales, la
educacion fisica y la artistica, de las cuales pueden tomarse provechosamente muchos
temas y situaciones muy bien contextualizadas para el trabajo matematico. Igualmente,
dentro del ambiente de trabajo que se crea en la clase de matematicas se pueden dise-
fiar situaciones problema que a un observador externo le pueden parecer puramente
tedricas y alejadas del contexto extraescolar o del sociocultural, pero que pueden es-
tar muy bien contextualizadas en el ambiente de estudio e investigacion matematica
que el docente ha logrado crear en el contexto inmediato de su aula.

Asipues, los contextos, los tipos de pensamiento con sus sistemas conceptuales y simb6li-
cos mas afines ylos procesos generales de la actividad matematica se entrecruzan en cada
clase, en cada situacién problema, en cada unidad temaética, proyecto de aula o periodo
académico. En la misma forma, los Estédndares Basicos de Competencias en matematicas
se distribuyen segtin los tipos de pensamientoy sus sistemas, pero involucran también los
procesos generales, reflejan los que tradicionalmente se habian llamado “los contenidos
del drea”, o sea, los conceptos y procedimientos de las matematicas, y se refieren a los
contextos en los cuales se pueden alcanzar y ojala superar los niveles de competencia
seleccionados como estandares para cada conjunto de grados. A su vez, la competencia
profesional del docente de matematicas se muestra precisamente en su manera de nave-
gar en medio de tantas corrientes y vientos cruzados, ante todo en la toma de decisiones
previas a la realizacion de cada actividad, en las que es necesario tomar continuamente en
el curso de la mismay en las que se toman después de ella como resultado de la evalua-
cion que el docente hace de sus alumnos y del éxito de la actividad misma.
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Sobre la enseianza, el aprendizaje y la evaluacion

Conforme a los planteamientos expuestos en el apartado anterior, la ensefianza de
las mateméticas supone un conjunto de variados procesos mediante los cual el do-
cente planea, gestiona y propone situaciones de aprendizaje matematico significativo
y comprensivo —y en particular situaciones problema— para sus alumnos y asi permi-
te que ellos desarrollen su actividad matemadtica e interactiien con sus compafieros,
profesores y materiales para reconstruir y validar personal y colectivamente el saber
matemético. Para comprender de forma mds detallada cémo y qué aspectos deben
impulsarse, a continuacién se describen y analizan algunas maneras de dinamizar estas
interacciones.

Partir de situaciones de aprendizaje significativo
y comprensivo de las matemdticas

Las situaciones de aprendizaje significativo y comprensivo en las matematicas escola-
res son situaciones que superan el aprendizaje pasivo, gracias a que generan contextos
accesibles a los intereses y a las capacidades intelectuales de los estudiantes y, por
tanto, les permiten buscar y definir interpretaciones, modelos y problemas, formular
estrategias de solucion y usar productivamente materiales manipulativos, representa-
tivos y tecnoldgicos.

En la comunidad de educadores mateméticos se distingue hoy claramente entre si-
tuacion y actividad. Por situacion se entiende el conjunto de problemas, proyectos,
investigaciones, construcciones, instrucciones y relatos que se elaboran basados en
las matematicas, en otras ciencias y en los contextos cotidianos y que en su tratamien-
to generan el aprendizaje de los estudiantes. En sus experiencias con el tratamiento
de una situacion bien preparada, el conocimiento surge en ellos como la herramienta
mas eficaz en la solucién de los problemas relacionados con la misma.

Por su parte, la actividad se refiere al trabajo intelectual personal y grupal de los estu-
diantes, tales como definir estrategias para interpretar, analizar, modelar y reformular
la situacion; formular preguntas y problemas, conjeturas o hipétesis; explicar, justifi-
car (y aun demostrar) o refutar sus conjeturas e hipétesis; utilizar materiales mani-
pulativos; producir, interpretar y transformar representaciones (verbales, gestuales,
graficas, algebraicas, tabulares, etc.); calcular con ldpiz y papel o emplear calculadoras
y hojas de célculo u otros programas de computador; comparar y discutir resultados
producidos con o sin computador; redactar y presentar informes, etc. En este sentido,
la actividad estimulada por la situacién permite avanzar y profundizar en la compren-
sion, en las habilidades y en las actitudes de los estudiantes, en una palabra: en las
competencias matematicas.

La situacion problema apunta siempre a distintos contenidos y hacia diversas estruc-
turas matematicas, pero €stos no son evidentes en si mismos, sino que tienen que
ser interpretados activamente por los estudiantes. En esta interpretacion intervienen
tanto factores sociales y culturales propios de la clase de mateméticas, como los que
median a través del ambiente de aprendizaje y el clima institucional y los que provienen
del contexto extraescolar. Es importante seflalar que un mismo contenido matemaético



puede —y en ocasiones debe— presentarse a través de diversas situaciones, como es
el caso de la multiplicacion y sus diversos significados, de las fracciones y sus diversas
interpretaciones, etc.

La importancia de la naturaleza y la variedad de situaciones es un aspecto determinan-
te para la calidad de las actividades de los estudiantes. Es necesario sefialar que las
actividades de los estudiantes estan influenciadas por el tipo de instrucciones con que
se presentan las situaciones, por el tipo de preguntas que se proponen en ellas, por
los materiales utilizados y por las formas de ensefianza, guia y apoyo de los docentes

que median en el tratamiento de la misma.

Diseriar procesos de aprendizaje mediados por escenarios culturales y sociales

El aprendizaje se propone como un proceso activo que
emerge de las interacciones entre estudiantes y contextos,
entre estudiantes y estudiantes y entre estudiantes y pro-
fesores en el tratamiento de las situaciones matematicas.
Estas formas de interaccion tienen importancia capital para
la comunicacion y la negociacion de significados. Por ello
se enfatiza en el disefio de situaciones matematicas que
posibiliten a los estudiantes tomar decisiones; exponer
sus opiniones y ser receptivos a las de los demds; generar
discusion y desarrollar la capacidad de justificar las afirma-
ciones con argumentos. Todo ello conlleva a incluir en la or-
ganizacion del aprendizaje matematico el trabajo en equipo

[}

Al momento de iniciar el
aprendizaje de un nuevo concepto,
lo que el estudiante ya sabe sobre
ese tema de las matemdticas
(formal o informalmente), o sea,

sus concepciones previas, sus
potencialidades y sus actitudes, son
la base de su proceso de aprendizaje.
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ya fomentar la cooperacion entre los estudiantes, la cual no
excluye momentos de competicion sana y leal entre ellos o
con otros cursos, grados y colegios.

Fomentar en los estudiantes actitudes de aprecio,
seguridad y confianza hacia las matemdticas

Al momento de iniciar el aprendizaje de un nuevo concepto, lo que el estudiante ya
sabe sobre ese tema de las matematicas (formal o informalmente), o sea, sus con-
cepciones previas, sus potencialidades y sus actitudes, son la base de su proceso
de aprendizaje. Asi al docente le parezca que las concepciones previas son erro-
neas, las potencialidades minimas y las actitudes negativas, no dispone de otra base
para que el estudiante mismo inicie activamente sus procesos de aprendizaje. S6lo
a partir de ellas puede empezar a cuestionar las preconcepciones, a incrementar las
potencialidades y a modificar las actitudes para que el progreso en los saberes con-
ceptuales y procedimentales le vaya dando la seguridad y la confianza en que puede
avanzar hacia nuevos aprendizajes. En ocasiones, estos saberes previos deben am-
pliarse a redes conceptuales mas generales, reconstruirse, o incluso descartarse
como initiles por el mismo estudiante, pero en ningin caso descalificarse o ser
objeto de burla o reprension por parte de profesores y compaileros. Esta construc-
cion y reconstruccion de sentidos y significados matematicos, que el estudiante vive
en la tension entre lo que ya sabe o cree saber y lo que se le propone para aprender,
genera en él una posicion activa y una actitud positiva para enfrentar esos nuevos
aprendizajes.
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Si bien esta consideracién cuidadosa y respetuosa de las concepciones previas del
estudiante, de sus potencialidades y de sus actitudes hacia las mateméticas es ca-
racteristica de una posicion constructivista del aprendizaje, también es necesario
reconocer que es una caracterfstica distintiva de muchas otras propuestas actuales
en la pedagogia de las matematicas y, en particular, de las teorias del aprendizaje sig-
nificativo y de la enseflanza para la comprension. El reconocimiento de nociones y
conocimientos previos, potencialidades, y actitudes del estudiante pone de manifiesto
—entre otras— dos cuestiones importantes: de un lado, el reconocimiento de que el
estudiante nunca parte de cero para desarrollar sus procesos de aprendizaje y, de
otro, el reconocimiento de su papel activo cuando se enfrenta a las situaciones pro-
blema propuestas en el aula de clase.

Vencer la estabilidad e inercia de las prdcticas de la ensefianza

Como se menciond antes, desarrollar las competencias matematicas supone organizar
procesos de ensefianza y aprendizaje basados en estructuras curriculares dindmicas
que se orienten hacia el desarrollo de competencias. Esto obliga al disefio de proce-
s0s, situaciones y actividades contextualizadas en situaciones que portan una vision
integral del conocimiento matematico, centradas en el desarrollo de las competencias
matematicas, orientadas a alcanzar las dimensiones politicas, culturales y sociales de
la educacion matematica. Estos elementos imprimen nuevas dindmicas a las précticas
escolares de ensefiar y aprender matematicas que ayudan a estructurar los procesos
curriculares y a planear las actividades de aula.

De igual modo, es necesario ampliar la visién sobre los textos escolares y las directivas
ministeriales como los tinicos medios para hacer explicitas las exigencias del cambio.
Se trata de generar la necesidad de mirar criticamente la amplia oferta de textos esco-
lares que se encuentra en el mercado, de tal forma que se tenga una vigilancia critica
por parte de los docentes sobre la pertinencia, concordancia y coherencia de éstos
con los fines de la educacién y las politicas del sistema educativo, en particular con los
Lineamientos Curriculares y los Estdndares Basicos de Competencias. Se trata tam-
bién de ampliar, profundizar, y por que no, de trascender los textos escolares y los do-
cumentos oficiales a través de una amplia documentacion bibliogréfica, disponible hoy
en dfa en miiltiples formatos (impresos y digitales) que se pueden obtener a través
del Ministerio de Educacién Nacional, las Secretarias de Educacion Departamental y
Municipal, las bibliotecas y centros de documentacion de las alcaldias y universidades,
la consulta en Internet y el intercambio con otros colegas.

Asi mismo, la conformacion de grupos de trabajo por departamento en cada institu-
cién, o de grupos informales de autoformacion y de investigacion, dejard atrds las pro-
puestas de los textos escolares y de los documentos oficiales en el avance de los do-
centes hacia el perfeccionamiento de sus conocimientos matematicos, pedagégicos y
didacticos, de sus estrategias de enseflanza y del logro de aprendizajes significativos
y comprensivos en sus estudiantes, que ojald los lleven mucho més alla de lo que pro-
ponen los estdndares para cada conjunto de grados.

Aprovechar la variedad y eficacia de los recursos diddcticos

Los recursos didacticos, entendidos no s6lo como el conjunto de materiales apropia-
dos para la ensefianza, sino como todo tipo de soportes materiales o virtuales sobre



los cuales se estructuran las situaciones problema més apropiadas para el desarrollo
de la actividad matematica de los estudiantes, deben ser analizados en términos de los
elementos conceptuales y procedimentales que efectivamente permiten utilizarlos si
ya estdn disponibles, o si no existen, disefiarlos y construirlos.

Dicho de otra manera, cada conjunto de recursos, puestos en escena a través de una
situacién de aprendizaje significativo y comprensivo, permite recrear ciertos elemen-
tos estructurales de los conceptos y de los procedimientos que se proponen para
que los estudiantes los aprendan y ejerciten y, asi, esa situacién ayuda a profundizar y
consolidar los distintos procesos generales y los distintos tipos de pensamiento mate-
matico. En este sentido, a través de las situaciones, los recursos se hacen mediadores
eficaces en la apropiacion de conceptos y procedimientos bésicos de las matematicas
y en el avance hacia niveles de competencia cada vez mas altos.

Los recursos didacticos pueden ser materiales estructurados con fines educativos
(regletas, fichas, cartas, juegos, modelos en carton, madera o plastico, etc.); o toma-
dos de otras disciplinas y contextos para ser adaptados a los fines que requiera la
tarea. Entre estos recursos, pueden destacarse aquellos configurados desde ambien-
tes informdticos como calculadoras, software especializado, paginas interactivas de
Internet, etc. Estos ambientes informaticos, que bien pueden estar presentes desde
los primeros afios de la Educacién Bésica, proponen nuevos retos y perspectivas a los
procesos de ensefanza y de aprendizaje de las matematicas en tanto que permiten re-
organizaciones curriculares, pues no sélo realizan de manera rapiday eficiente tareas
rutinarias, sino que también integran diferentes tipos de representaciones para el
tratamiento de los conceptos (tablas, gréficas, ecuaciones, simulaciones, modelacio-
nes, etc.). Todo esto facilita a los alumnos centrarse en los procesos de razonamiento
propio de las matematicas y, en muchos casos, puede poner a su alcance probleméti-
cas antes reservadas a otros niveles més avanzados de la escolaridad®.

Refinar los procesos de evaluacion

La evaluacion formativa ha de poner énfasis en la valoracién permanente de las dis-
tintas actuaciones de los estudiantes cuando interpretan y tratan situaciones mate-
maticas y a partir de ellas formulan y solucionan problemas. Estas actuaciones se
potencian cuando el docente mantiene siempre la exigencia de que los estudiantes
propongan interpretaciones y conjeturas; proporcionen explicaciones y ampliaciones;
argumenten, justifiquen y expliquen los procedimientos seguidos o las soluciones pro-
puestas®.

La evaluacion formativa como valoracion permanente integra la observacion atenta y
paciente como herramienta necesaria para obtener informacién sobre la interaccién
entre estudiantes, entre éstos y los materiales y recursos didacticos y sobre los pro-
cesos generales de la actividad matemética tanto individual como grupal. Para obtener
informacion de calidad sobre las actividades de los estudiantes es necesario precisar
los criterios de referencia acordes con lo que se cree es el nivel exigible de la activi-
dad matematica del estudiante en el conjunto de grados al que pertenece. No puede
olvidarse que la calidad de los juicios que se emitan sobre el avance en los niveles de
competencia de los estudiantes depende de un amplio nimero de evidencias de las
actuaciones de los estudiantes, obtenidas de diversas fuentes de informacién y de
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Respecto a este tema de los medios informaticos en Ia ensefianza
de las matemdticas existe una amplia documentacién publicada
por el MEN, a cual se referencia en la Bibliografia

Wiske, M. S. (Comp.). (2003). La ensefianza para la comprensidn.
Vinculacidn entre la investigacidn y la prdctica. Paidds. Buenos
Aires, Barcelona, México, pags. 115-120. Ver también:

Repiblica de Colombia-Ministerio de Educacién Nacional (1997).
Pequefios aprendices, grandes comprensiones (Rosario Jaramillo
Franco, Directora General de la Obra, 2 vols.). MEN. Bogotd, vol.
1, pdgs. 95-107.
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distintas situaciones que estimulen las producciones orales, gestuales, pictoricas y
escritas. El registro de las evidencias por parte del docente, complementado con los
registros que cada estudiante debe llevar de su propio trabajo —carpetas para la Basi-
ca Primaria y diarios de clase y portafolios para la Basica Secundaria y la Media— ayuda
para que los estudiantes se apropien de su propio avance y asuman la responsabilidad
conjunta en su aprendizaje.

La estructura de los Estdndares Bdsicos
de Competencias en Matemadticas

Los Esténdares Bésicos de Competencias en Mateméticas seleccionan algunos de los
niveles de avance en el desarrollo de las competencias asociadas con los cinco tipos de
pensamiento matemadtico: numérico, espacial, métrico, aleatorio y variacional. Por ello
aparecen en cinco columnas que corresponden a cada uno de dichos tipos de pensa-
miento y a los sistemas conceptuales y simbolicos asociados a él, aunque muchos de
esos estdndares se refieran también a otros tipos de pensamiento y a otros sistemas.

En forma semejante, cada estandar de cada columna pone el énfasis en uno o dos de
los cinco procesos generales de la actividad matemdtica que cruzan dichos tipos de
pensamiento (formular y resolver problemas; modelar procesos y fenémenos de la
realidad; comunicar; razonar, y formular, comparar y ejercitar procedimientos y algo-
ritmos), pero suele referirse también a otros procesos generales que pueden prac-
ticarse en distintos contextos para contribuir a superar el nivel seleccionado como
estandar.

Los esténdares se distribuyen en cinco conjuntos de grados (primero a tercero, cuar-
to a quinto, sexto a séptimo, octavo a noveno y décimo a undécimo) para dar mayor
flexibilidad a la distribucion de las actividades dentro del tiempo escolar y para apoyar
al docente en la organizacion de ambientes y situaciones de aprendizaje significativo y
comprensivo que estimulen a los estudiantes a superar a lo largo de dichos grados los
niveles de competencia respectivos y, ojald, a ir mucho més allé de lo especificado en
los estédndares de ese conjunto de grados.

El conjunto de esténdares debe entenderse en términos de procesos de desarrollo de
competencias que se desarrollan gradual e integradamente, con el fin de ir superando
niveles de complejidad creciente en el desarrollo de las competencias matematicas a
lo largo del proceso educativo. Los estdndares presentados a continuacion no deben
pues entenderse como metas que se puedan delimitar en un tiempo fijo determinado,
sino que éstos identifican niveles de avance en procesos graduales que, incluso, no
son terminales en el conjunto de grados para el que se proponen. Dicho de otra ma-
nera, si en un conjunto de dos grados se proponen 12 estdndares para un determinado
pensamiento, ello no significa que éstos pueden dividirse por partes iguales entre
los grados de dicho conjunto (por ejemplo, seis para un grado y seis para el otro),
ni menos todavia puede pensarse en una separacion por periodos del afio escolar
claramente delimitados para cada uno de esos estandares. Por el contrario, se debe



procurar una organizacion del trabajo escolar que garantice un trabajo integrado de
todos los estandares correspondientes a mismo grupo de grados y que atienda a su
conexién con los estandares de los grados anteriores y de los siguientes (ver mds
abajo la seccion sobre coherencia vertical y horizontal de los estédndares).

Si bien en este libro el capitulo de los Estdndares Béasicos de Competencias en Mate-
maticas se encuentra separado de los de otras dreas y del de las competencias ciuda-
danas y, ademas, los estdndares estén distribuidos por columnas correspondientes
a cada tipo de pensamiento y a sus sistemas asociados, esta organizacion responde
exclusivamente a una necesidad analitica, pues en la practica del disefio de situaciones
de aprendizaje es conveniente que se integren estandares de varios tipos de pensa-
miento matemético y de una o mas reas diferentes. En una misma situacion problema
del drea de matemdticas —y més todavia en proyectos integrados de dos o mas de
ellas— usualmente se involucran conceptos, proposiciones, teorias y procedimientos
de diferentes dreas, distintos tipos de pensamiento matematico y todos los procesos
generales, y en el aprendizaje de un determinado concepto es necesario ubicarlo y
utilizarlo en los distintos contextos.

Se trata, entonces, de comprender que la organizacion curricular de cada institucion, en
coherencia con su PEI, debe buscar el desarrollo de un trabajo integrado en los distintos
pensamientos, més que el progreso en cada uno de ellos independientemente de los
demés. Esto se logra si el desarrollo del trabajo en el aula se piensa desde las situacio-
nes de aprendizaje —y en particular desde las situaciones problema— més que desde
los contenidos, para aprovechar de esta forma en cada situacién las posibilidades de
relacionar los distintos estandares y los diferentes tipos de pensamiento matematico.
Asi mismo, en cada institucion se pueden coordinar docentes de distintas dreas para
proponer proyectos integrados que integren dos o més de ellas a lo largo de actividades
programadas para resolver problemas de la institucion o del entorno, o articuladas alre-
dedor de tépicos generadores, narraciones o proyectos productivos®. A través de uno
solo de estos proyectos integrados debidamente disefiado y gestionado, los estudiantes
pueden avanzar con mucha motivacion y satisfaccion en distintas competencias relacio-
nadas con varias dreas y llegar a superar varios de los estindares de esas dreas para un
conjunto de grados y aun para otros conjuntos de grados mas avanzados.

La manera como estd formulado cada estdndar

Asi entonces, los Estdndares Bésicos de Competencias Matematicas que aparecen en
cada una de las cinco columnas, que estan encabezadas por el tipo de pensamiento res-
pectivo y los sistemas asociados a €l, se refieren también a la siguiente estructura:

Procesos Conceptos

.. L. <
generales y procedimientos mateméticos Contextos

La estructura descrita es evidente en tanto los cinco procesos generales que se
proponen en los Lineamientos Curriculares para toda actividad matematica y que se
describieron arriba (formular y resolver problemas; modelar procesos y fendmenos
de la realidad; comunicar; razonar, y formular, comparar y ejercitar procedimientos
y algoritmos) constituyen las actividades intelectuales que van a permitir a los estu-
diantes alcanzar y superar un nivel suficiente en las competencias; de igual manera,

1" Republica de Colombia-Ministerio de Fducacién Nacional (1997).
Pequerios aprendices, grandes comprensiones (Rosario Jaramillo
Franco, Directora General de la Obra, 2 vols.). MEN. Bogotd. Sobre
integracion curricular, ver también:

Vasco, C. E,; Bermidez, A.; Escobedo, H.; Negret, J. C. y Ledn, T.
(1999). E saber tiene sentido. Una propuesta de integracidn curri-
cular. CINEP. Bogotd.
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tal como se ha descrito, el desarrollo de las competencias es mediado por diferentes
contextos, ambientes y situaciones de aprendizaje significativo y comprensivo de las
matematicas, en donde procesos generales como la comunicacion y el razonamiento
son esenciales para todos ellos.

Los estdndares para cada pensamiento estan basados en la interaccion entre la fa-
ceta practica y la formal de las matematicas y entre el conocimiento conceptual y el
procedimental. Esta propuesta requiere reconocer que si bien el aprendizaje de las
matematicas se inicia en las matematicas informales de los estudiantes en contextos
del mundo real y cotidiano escolar y extraescolar, se requiere entretejer los hilos de
aprendizaje para construir contextos y situaciones que permitan avanzar hacia las ma-
temdticas formales. El tejido de estos hilos requiere aceptar, tal como se ha descrito
en cada pensamiento, que un concepto matematico admite diversas aproximaciones,
como por ejemplo, los distintos significados de las fracciones o los significados de
la multiplicacién presentes en la estructura multiplicativa; del mismo modo, las pro-
posiciones acerca de las propiedades de las operaciones numéricas, de las figuras
geométricas, etc., pueden alcanzarse usualmente por méds de una via.

En cuanto a cada uno de los cinco tipos de pensamiento (numérico, espacial, métri-
co, variacional y aleatorio), si bien es necesario distinguir procesos y procedimien-
tos asociados a cada uno de esos tipos (por ejemplo, para el numérico, la lectura
y escritura de nimeros), también es necesario reconocer que algunos son trans-
versales a varios de ellos, como es el caso de los procedimientos asociados a las
representaciones graficas, pues el uso de gréficas incluye la representacion lineal
de los nimeros en la recta numérica; la representacion de conceptos geométricos
por medio de figuras; las representaciones de relaciones entre dos variables por
medio de gréficas cartesianas o las representaciones en graficos de barras en los
sistemas de datos.

A medida que los estudiantes avanzan en la Educacion Basica y Media, la compleji-
dad conceptual de sus conocimientos no se evidencia sélo en los aspectos formales
de la disciplina que ellos pueden expresar verbalmente o por escrito, sino también
en el tipo de procesos generales de la actividad matemdtica que pueden realizar
con solvencia, eficacia y actitud positiva. A medida que los estudiantes vayan dis-
poniendo de mejores comprensiones conceptuales, van a poder desarrollar pro-
cesos de mayor complejidad y estardn en capacidad de enfrentar el tratamiento de
situaciones de mayor nivel de abstraccion. Asi, los contextos y situaciones dentro
de los cuales los estudiantes pueden desplegar su actividad matematica pueden y
deben involucrar mayores niveles de complejidad y ofrecerles desafios cada vez
mas retadores, para darles oportunidad de avanzar en los niveles de competencia
matematica sefialados en los estandares del conjunto de grados respectivo y, ojala,
para superarlos ampliamente.

Coherencia vertical y horizontal

La complejidad conceptual y la gradualidad del aprendizaje de las mateméticas a las
que ya se hizo mencion exigen en los estdndares una alta coherencia tanto vertical
como horizontal. La primera estd dada por la relacion de un esténdar con los demas
estadndares del mismo pensamiento en los otros conjuntos de grados. La segunda esta



dada por la relacién que tiene un estandar determinado con los estandares de los
demds pensamientos dentro del mismo conjunto de grados.

Un ejemplo de la coherencia vertical y de la horizontal se presenta en el diagrama si-
guiente, que toma distintos estandares relacionados con el pensamiento métrico. Asi,
la coherencia vertical se hace evidente en el primer ejemplo, porque —si bien el con-
tenido matematico es el mismo: la medicion— aquello que varia en los estandares de
pensamiento métrico de un conjunto de grados a otro es la complejidad y precision del
proceso de medicién o la de las unidades utilizadas. La coherencia horizontal también
es clara en el ejemplo siguiente, porque en los procesos de medicion (pensamiento
métrico) es necesario describir la situacion numéricamente (por ejemplo un drea o
volumen, la hora del dfa, la temperatura del salon, etc., en donde los resultados de las
mediciones implican el pensamiento numérico); tener en cuenta las caracteristicas
geométricas de los patrones y gréficos usados para describir los datos (por ejemplo,
si en los pictogramas o en las gréficas de barras es importante sélo la altura o también
el drea de la barra, como si es importante en las gréficas circulares, lo que involucra
el pensamiento espacial) y seleccionar los tipos de gréficas y las convenciones nece-
sarias para traducir los datos numéricos de las tablas de datos en el tipo de gréfica
seleccionado (pensamiento aleatorio).

De 10°a 11° Disefio estrategias para abordar situaciones de medicion que requieran grados
de precision especificos.

De 8°a 9° Justifico la pertinencia de utilizar unidades de medida estandarizadas en situacio-
nes tomadas de distintas ciencias.

De 6° a 7% Identifico relaciones entre distintas unidades utilizadas para medir cantidades de
la misma magnitud.

De 4° a 5% Selecciono unidades, tanto convencionales como estandarizadas, apropiadas para
diferentes mediciones.

Pensamiento Numérico: Describo, comparo y cuantifico situaciones
De 10a3° con nimeros, en diferentes contextos y con diversas representaciones.
Pensamiento métrico

Pensamiento Geométrico: Reconozco congruencia y semejanza en-
Realizo y describo procesos de tre figuras (ampliar, reducir).
medicién con patrones arbitra-
rios y algunos estandarizados, de
acuerdo al contexto.

Pensamiento Aleatorio: Represento datos relativos a mi entorno
usando objetos concretos, pictogramas y diagramas de barras.
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Estdndares Bdsicos de Competencias en Matemdticas

Primero a tercero

Al terminar tercer grado...

PENSAMIENTO NUMERICO Y SISTEMAS NUMERICOS

PENSAMIENTO ESPACIALY SISTEMAS GEOMETRICOS

Reconozco significados del niimero en diferentes contex-
tos (medicion, conteo, comparacion, codificacion, locali-
zacion entre otros).

Describo, comparo y cuantifico situaciones con nimeros,
en diferentes contextos y con diversas representaciones.
Describo situaciones que requieren el uso de medidas
relativas.

Describo situaciones de medicién utilizando fracciones
comunes.

Uso representaciones —principalmente concretas y picto-
ricas— para explicar el valor de posicion en el sistema de
numeracion decimal.

Uso representaciones —principalmente concretas y pic-
toricas— para realizar equivalencias de un nimero en las
diferentes unidades del sistema decimal.

Reconozco propiedades de los nimeros (ser par, ser
impar, etc.) y relaciones entre ellos (ser mayor que, ser
menor que, ser maltiplo de, ser divisible por, etc.) en di-
ferentes contextos.

Resuelvo y formulo problemas en situaciones aditivas de
composicion y de transformacion.

Resuelvoy formulo problemas en situaciones de variacion
proporcional.

Uso diversas estrategias de célculo (especialmente cdl-
culo mental) y de estimacion para resolver problemas en
situaciones aditivas y multiplicativas.

Identifico, si a la luz de los datos de un problema, los re-
sultados obtenidos son o no razonables.

Identifico regularidades y propiedades de los nimeros
utilizando diferentes instrumentos de célculo (calculado-
ras, dbacos, bloques multibase, etc.).

Diferencio atributos y propiedades de objetos tridimen-
sionales.

Dibujo y describo cuerpos o figuras tridimensionales en
distintas posiciones y tamafios.

Reconozco nociones de horizontalidad, verticalidad, pa-
ralelismo y perpendicularidad en distintos contextos y su
condicion relativa con respecto a diferentes sistemas de
referencia.

Represento el espacio circundante para establecer rela-
ciones espaciales.

Reconozco y aplico traslaciones y giros sobre una figura.
Reconozco y valoro simetrias en distintos aspectos del
arte y el disefio.

Reconozco congruencia y semejanza entre figuras (am-
pliar, reducir).

Realizo construcciones y diseflos utilizando cuerpos y fi-
guras geométricas tridimensionales y dibujos o figuras
geométricas bidimensionales.

Desarrollo habilidades para relacionar direccién, distancia
y posicion en el espacio.




Reconozco en los objetos propieda-
des o atributos que se puedan me-
dir (longitud, drea, volumen, capaci-
dad, peso y masa) y, en los eventos,
su duracién.

Comparoy ordeno objetos respecto
a atributos medibles.

Realizo y describo procesos de me-
dicion con patrones arbitrarios y
algunos estandarizados, de acuerdo
al contexto.

Analizo y explico sobre la pertinen-
cia de patrones e instrumentos en
procesos de medicion.

Realizo estimaciones de medidas
requeridas en la resolucion de pro-
blemas relativos particularmente

a la vida social, econémica y de las
ciencias.

Reconozco el uso de las magnitudes
y sus unidades de medida en situa-
ciones aditivas y multiplicativas.

Clasificoy organizo datos de acuerdo
a cualidades y atributos y los presen-
to en tablas.
Interpreto cualitativamente datos
referidos a situaciones del entorno
escolar.
Describo situaciones o eventos a
partir de un conjunto de datos.
Represento datos relativos a mi
entorno usando objetos concretos,
pictogramas y diagramas de barras.
Identifico regularidades y tenden-
cias en un conjunto de datos.
Explico —desde mi experiencia— la
posibilidad o imposibilidad de ocu-
rrencia de eventos cotidianos.
Predigo si la posibilidad de ocurren-
cia de un evento es mayor que la de
otro.
Resuelvo y formulo preguntas que
requieran para su solucién colec-
cionar y analizar datos del entorno
proximo.

Reconozco y describo regularida-
des y patrones en distintos contex-
tos (numérico, geométrico, musi-
cal, entre otros).

Describo cualitativamente situacio-
nes de cambio yvariacion utilizando
el lenguaje natural, dibujos y grafi-
cas.

Reconozco y genero equivalencias
entre expresiones numéricas y
describo como cambian los simbo-
los aunque el valor siga igual.
Construyo secuencias numéricas
y geométricas utilizando propieda-
des de los nimeros y de las figuras
geométricas.
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Estdndares Bdsicos de Competencias en Matemdticas

Cuarto a quinto

Al terminar quinto grado...

PENSAMIENTO NUMERICO Y SISTEMAS NUMERICOS

PENSAMIENTO ESPACIALY SISTEMAS GEOMETRICOS

Interpreto las fracciones en diferentes contextos: situa-
ciones de medicion, relaciones parte todo, cociente, razo-
nes y proporciones.

Identifico y uso medidas relativas en distintos contextos.
Utilizo la notacién decimal para expresar fracciones en di-
ferentes contextos y relaciono estas dos notaciones con
la de los porcentajes.

Justifico el valor de posicién en el sistema de numeracion
decimal en relacion con el conteo recurrente de unida-
des.

Resuelvo y formulo problemas cuya estrategia de solucion
requiera de las relaciones y propiedades de los nimeros
naturales y sus operaciones.

Resuelvo y formulo problemas en situaciones aditivas de
composicién, transformacién, comparacion e igualacion.
Resuelvo y formulo problemas en situaciones de propor-
cionalidad directa, inversa y producto de medidas.
Identifico la potenciacion y la radicacién en contextos ma-
teméticos y no matematicos.

Modelo situaciones de dependencia mediante la propor-
cionalidad directa e inversa.

Uso diversas estrategias de calculo y de estimacion para
resolver problemas en situaciones aditivas y multiplicati-
vas.

Identifico, en el contexto de una situacion, la necesidad
de un célculo exacto o aproximado y lo razonable de los
resultados obtenidos.

Justifico regularidades y propiedades de los niimeros, sus
relaciones y operaciones.

Comparo y clasifico objetos tridimensionales de acuerdo
con componentes (caras, lados) y propiedades.

Comparo y clasifico figuras bidimensionales de acuerdo
con sus componentes (dngulos, vértices) y caracteristi-
cas.

Identifico, represento y utilizo dngulos en giros, aberturas,
inclinaciones, figuras, puntas y esquinas en situaciones es-
taticas y dindmicas.

Utilizo sistemas de coordenadas para especificar localiza-
ciones y describir relaciones espaciales.

Identifico y justifico relaciones de congruencia y semejan-
za entre figuras.

Construyo y descompongo figuras y sélidos a partir de con-
diciones dadas.

Conjeturo y verifico los resultados de aplicar transforma-
ciones a figuras en el plano para construir disefios.
Construyo objetos tridimensionales a partir de represen-
taciones bidimensionales y puedo realizar el proceso con-
trario en contextos de arte, disefio y arquitectura.




PENSAMIENTO METRICO Y
SISTEMAS DE MEDIDAS

Diferencio y ordeno, en objetos y
eventos, propiedades o atributos
que se puedan medir (longitudes,
distancias, dreas de superficies, vo-
limenes de cuerpos sélidos, vold-
menes de liquidos y capacidades de
recipientes; pesos y masa de cuer-
pos sélidos; duracion de eventos o
procesos; amplitud de &ngulos).
Selecciono unidades, tanto con-
vencionales como estandarizadas,
apropiadas para diferentes medi-
ciones.
Utilizo y justifico el uso de la esti-
macion para resolver problemas
relativos a la vida social, econémica
y de las ciencias, utilizando rangos
de variacion.
Utilizo diferentes procedimientos
de célculo para hallar el area de la
superficie exterior y el volumen de
algunos cuerpos sélidos.
Justifico relaciones de dependencia
del drea y volumen, respecto a las
dimensiones de figuras y sélidos.
Reconozco el uso de algunas mag-
nitudes (longitud, é&rea, volumen,
capacidad, peso y masa, duracion,
rapidez, temperatura) y de algunas
de las unidades que se usan para
medir cantidades de la magnitud
respectiva en situaciones aditivas y
multiplicativas.
Describo y argumento relaciones
entre el perimetro y el drea de figu-
ras diferentes, cuando se fija una de
estas medidas.

Represento datos usando tablas y
gréficas (pictogramas, graficas de
barras, diagramas de lineas, diagra-
mas circulares).

Comparo diferentes representacio-
nes del mismo conjunto de datos.
Interpreto informacion presentada
en tablas y graficas. (pictogramas,
gréficas de barras, diagramas de li-
neas, diagramas circulares).
Conjeturo y pongo a prueba predic-
ciones acerca de la posibilidad de
ocurrencia de eventos.

Describo la manera como parecen
distribuirse los distintos datos de
un conjunto de ellos y la comparo
con la manera como se distribuyen
en otros conjuntos de datos.

Uso e interpreto la media (o prome-
dio) y la mediana y comparo lo que
indican.

Resuelvo y formulo problemas a par-
tir de un conjunto de datos prove-
nientes de observaciones, consultas
0 experimentos.

PENSAMIENTO VARIACIONALY
SISTEMAS ALGEBRAICOS Y ANALITICOS

Describo e interpreto variaciones
representadas en gréficos.

Predigo patrones de variacién en
una secuencia numérica, geométri-
ca o gréfica.

Represento y relaciono patrones
numéricos con tablas y reglas ver-
bales.

Analizo y explico relaciones de de-
pendencia entre cantidades que
varfan en el tiempo con cierta regu-
laridad en situaciones econémicas,
sociales y de las ciencias naturales.
Construyo igualdades y desigualda-
des numéricas como representa-
cién de relaciones entre distintos
datos.
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Estdandares Bdsicos de Competencias en Matemdticas

Sexto a séptimo

Al terminar séptimo grado...

PENSAMIENTO NUMERICO Y SISTEMAS NUMERICOS

PENSAMIENTO ESPACIALY SISTEMAS GEOMETRICOS

Resuelvo y formulo problemas en contextos de medidas
relativas y de variaciones en las medidas.

Utilizo nimeros racionales, en sus distintas expresiones
(fracciones, razones, decimales o porcentajes) para re-
solver problemas en contextos de medida.

Justifico la extension de la representacion polinomial de-
cimal usual de los nimeros naturales a la representacion
decimal usual de los nidmeros racionales, utilizando las
propiedades del sistema de numeracién decimal.
Reconozco y generalizo propiedades de las relaciones en-
tre nimeros racionales (simétrica, transitiva, etc.) y de
las operaciones entre ellos (conmutativa, asociativa, etc.)
en diferentes contextos.

Resuelvo y formulo problemas utilizando propiedades bé-
sicas de la teorfa de nimeros, como las de la igualdad, las
de las distintas formas de la desigualdad y las de la adi-
cion, sustraccion, multiplicacion, division y potenciacion.
Justifico procedimientos aritméticos utilizando las rela-
ciones y propiedades de las operaciones.

Formulo y resuelvo problemas en situaciones aditivas y
multiplicativas, en diferentes contextos y dominios numé-
ricos.

Resuelvo y formulo problemas cuya solucién requiere de
la potenciacion o radicacion.

Justifico el uso de representaciones y procedimientos en
situaciones de proporcionalidad directa e inversa.
Justifico la pertinencia de un célculo exacto o aproximado
en la solucion de un problema y lo razonable o no de las
respuestas obtenidas.

Establezco conjeturas sobre propiedades y relaciones de
los niimeros, utilizando calculadoras o computadores.
Justifico la eleccion de métodos e instrumentos de célcu-
lo en la resolucién de problemas.

Reconozco argumentos combinatorios como herramienta
para interpretacion de situaciones diversas de conteo.

Represento objetos tridimensionales desde diferentes
posiciones y vistas.

Identifico y describo figuras y cuerpos generados por cor-
tes rectos y transversales de objetos tridimensionales.
Clasifico poligonos en relacién con sus propiedades.
Predigo y comparo los resultados de aplicar transforma-
ciones rigidas (traslaciones, rotaciones, reflexiones) y
homotecias (ampliaciones y reducciones) sobre figuras
bidimensionales en situaciones matematicas y en el arte.
Resuelvo y formulo problemas que involucren relaciones
y propiedades de semejanza y congruencia usando repre-
sentaciones visuales.

Resuelvo y formulo problemas usando modelos geométri-
Cos.

Identifico caracteristicas de localizacion de objetos en sis-
temas de representacion cartesiana y geografica.




PENSAMIENTO METRICO Y
SISTEMAS DE MEDIDAS

Utilizo técnicas y herramientas para
la construccién de figuras planas y
cuerpos con medidas dadas.
Resuelvo y formulo problemas que
involucren factores escalares (di-
sefio de maquetas, mapas).

Calculo éreas y volimenes a través
de composicion y descomposicion
de figuras y cuerpos.

Identifico relaciones entre distintas
unidades utilizadas para medir can-
tidades de la misma magnitud.
Resuelvo y formulo problemas que
requieren técnicas de estimacion.

Comparo e interpreto datos prove-
nientes de diversas fuentes (prensa,
revistas, television, experimentos,
consultas, entrevistas).

Reconozco la relacion entre un con-
junto de datos y su representacion.
Interpreto, produzco y comparo re-
presentaciones gréficas adecuadas
para presentar diversos tipos de
datos. (diagramas de barras, diagra-
mas circulares.)

Uso medidas de tendencia central
(media, mediana, moda) para inter-
pretar comportamiento de un con-
junto de datos.

Uso modelos (diagramas de arbol,
por ejemplo) para discutir y prede-
cir posibilidad de ocurrencia de un
evento.

Conjeturo acerca del resultado de
un experimento aleatorio usando
proporcionalidad y nociones bésicas
de probabilidad.

Resuelvo y formulo problemas a
partir de un conjunto de datos pre-
sentados en tablas, diagramas de
barras, diagramas circulares.
Predigo y justifico razonamientos y
conclusiones usando informacién
estadistica.

PENSAMIENTO VARIACIONALY
SISTEMAS ALGEBRAICOS Y ANALITICOS

Describo y represento situaciones
de variacion relacionando diferen-
tes representaciones (diagramas,
expresiones verbales generaliza-
das y tablas).

Reconozco el conjunto de valores
de cada una de las cantidades varia-
bles ligadas entre si en situaciones
concretas de cambio (variacion).
Analizo las propiedades de corre-
lacién positiva y negativa entre
variables, de variacion lineal o de
proporcionalidad directa y de pro-
porcionalidad inversa en contextos
aritméticos y geométricos.

Utilizo métodos informales (ensa-
yo y error, complementacion) en la
solucién de ecuaciones.

Identifico las caracteristicas de las
diversas graficas cartesianas (de
puntos, continuas, formadas por
segmentos, etc.) en relacion con la
situacion que representan.
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Estdndares Bdsicos de Competencias en Matematicas

Octavo a noveno

Utilizo nimeros reales en sus diferentes representacio-

nesy en diversos contextos.

Resuelvo problemas y simplifico célculos usando propie-
dades y relaciones de los niimeros reales y de las relacio-

nes y operaciones entre ellos.

Utilizo la notacién cientifica para representar medidas de

cantidades de diferentes magnitudes.

Identifico y utilizo la potenciacion, la radicacién y la loga-
ritmacion para representar situaciones matematicas y no

matemaéticas y para resolver problemas.

Matematicas

PENSAMIENTO ESPACIAL Y SISTEMAS GEOMETRICOS

Conjeturo y verifico propiedades de congruencias y seme-
janzas entre figuras bidimensionales y entre objetos tridi-
mensionales en la solucién de problemas.

Reconozco y contrasto propiedades y relaciones geométri-
cas utilizadas en demostracion de teoremas bésicos (Pita-
goras y Tales).

Aplico y justifico criterios de congruencias y semejanza
entre tridngulos en la resolucion y formulacion de proble-
mas.

Uso representaciones geométricas para resolver y formu-
lar problemas en las mateméticas y en otras disciplinas.




PENSAMIENTO METRICO Y
SISTEMAS DE MEDIDAS

Generalizo procedimientos de cal-
culo vélidos para encontrar el drea
de regiones planas y el volumen de
solidos.

Selecciono y uso técnicas e ins-
trumentos para medir longitudes,
areas de superficies, volimenes y
angulos con niveles de precisién
apropiados.

Justifico la pertinencia de utilizar
unidades de medida estandarizadas
en situaciones tomadas de distintas
ciencias.

Reconozco como diferentes mane-
ras de presentacion de informacién
pueden originar distintas interpre-
taciones.

Interpreto analitica y criticamente
informacién estadistica proveniente
de diversas fuentes (prensa, revis-
tas, television, experimentos, con-
sultas, entrevistas.

Interpreto y utilizo conceptos de
media, mediana y moda y explicito
sus diferencias en distribuciones de
distinta dispersion y asimetria.
Selecciono y uso algunos métodos
estadisticos adecuados al tipo de
problema, de informacién y al nivel
de la escala en la que esta se repre-
senta (nominal, ordinal, de intervalo
o0 de razon).

Comparo resultados de experimen-
tos aleatorios con los resultados
previstos por un modelo matemético
probabilistico.

Resuelvo y formulo problemas se-
leccionando informacion relevante
en conjuntos de datos provenientes
de fuentes diversas. (prensa, revis-
tas, television, experimentos, con-
sultas, entrevistas).

Reconozco tendencias que se pre-
sentan en conjuntos de variables
relacionadas.

Calculo probabilidad de eventos
simples usando métodos diversos
(listados, diagramas de arbol, técni-
cas de conteo).

Uso conceptos basicos de probabili-
dad (espacio muestral, evento, inde-
pendencia, etc.).

PENSAMIENTO VARIACIONALY
SISTEMAS ALGEBRAICOS Y ANALITICOS

Identifico relaciones entre propie-
dades de las graficas y propiedades
de las ecuaciones algebraicas.
Construyo expresiones algebraicas
equivalentes a una expresion alge-
braica dada.

Uso procesos inductivos y lenguaje
algebraico para formular y poner a
prueba conjeturas.

Modelo situaciones de variacién
con funciones polindmicas.
Identifico diferentes métodos para
solucionar sistemas de ecuaciones
lineales.

Analizo los procesos infinitos que
subyacen en las notaciones deci-
males.

Identificoy utilizo diferentes mane-
ras de definir y medir la pendiente
de una curva que representa en el
plano cartesiano situaciones de va-
riacion.

Identifico la relacion entre los cam-
bios en los pardmetros de la repre-
sentacion algebraica de una familia
de funciones y los cambios en las
gréficas que las representan.
Analizo en representaciones grafi-
cas cartesianas los comportamien-
tos de cambio de funciones espe-
cificas pertenecientes a familias de
funciones polinémicas, racionales,
exponenciales y logaritmicas.
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Décimo a undécimo

Analizo representaciones decimales de los nimeros rea-

les para diferenciar entre racionales e irracionales.

Reconozco la densidad e incompletitud de los nimeros
racionales a través de métodos numéricos, geométricos

y algebraicos.

Comparo y contrasto las propiedades de los nimeros
(naturales, enteros, racionales y reales) y las de sus re-
laciones y operaciones para construir, manejar y utilizar

apropiadamente los distintos sistemas numéricos.

Utilizo argumentos de la teoria de nimeros para justificar

relaciones que involucran nimeros naturales.

Establezco relaciones y diferencias entre diferentes no-
taciones de nimeros reales para decidir sobre su uso en

una situacion dada.

Matematicas

Identifico en forma visual, grafica y algebraica algunas
propiedades de las curvas que se observan en los bordes
obtenidos por cortes longitudinales, diagonales y transver-
sales en un cilindro y en un cono.

Identifico caracteristicas de localizacion de objetos
geométricos en sistemas de representacion cartesiana y
otros (polares, cilindricos y esféricos) y en particular de
las curvas y figuras conicas.

Resuelvo problemas en los que se usen las propiedades
geométricas de figuras conicas por medio de transforma-
ciones de las representaciones algebraicas de esas figu-
ras.

Uso argumentos geométricos para resolver y formular
problemas en contextos matematicos y en otras ciencias.
Describo y modelo fenémenos periddicos del mundo real
usando relaciones y funciones trigonométricas.
Reconozco y describo curvas y o lugares geométricos.




PENSAMIENTO METRICO Y
SISTEMAS DE MEDIDAS

Disefio estrategias para abordar
situaciones de medicion que re-
quieran grados de precision espe-
cificos.

Resuelvo y formulo problemas que
involucren magnitudes cuyos va-
lores medios se suelen definir in-
directamente como razones entre
valores de otras magnitudes, como
la velocidad media, la aceleracion
media y la densidad media.
Justifico resultados obtenidos me-
diante procesos de aproximacion
sucesiva, rangos de variacion y limi-
tes en situaciones de medicion.

Interpreto y comparo resultados de
estudios con informacion estadisti-
caprovenientes de medios de comu-
nicacion.

Justifico o refuto inferencias basa-
das en razonamientos estadisticos a
partir de resultados de estudios pu-
blicados en los medios o disefiados
en el ambito escolar.

Disefio experimentos aleatorios (de
las ciencias fisicas, naturales o so-
ciales) para estudiar un problema o
pregunta.

Describo tendencias que se obser-
van en conjuntos de variables rela-
cionadas.

Interpreto nociones bésicas relacio-
nadas con el manejo de informacién
como poblacion, muestra, variable
aleatoria, distribucion de frecuen-
cias, parametros y estadigrafos).
Uso comprensivamente algunas me-
didas de centralizacion, localizacion,
dispersion y correlacion (percenti-
les, cuartiles, centralidad, distancia,
rango, varianza, covarianza y normali-
dad).

Interpreto conceptos de probabili-
dad condicional e independencia de
eventos.

Resuelvo y planteo problemas usan-
do conceptos basicos de conteo
y probabilidad (combinaciones,
permutaciones, espacio muestral,
muestreo aleatorio, muestreo con
remplazo).

Propongo inferencias a partir del es-
tudio de muestras probabilisticas.

PENSAMIENTO VARIACIONALY
SISTEMAS ALGEBRAICOS Y ANALITICOS

Utilizo las técnicas de aproximacion
en procesos infinitos numéricos.
Interpreto la nocién de derivada
como razén de cambio y como va-
lor de la pendiente de la tangente
a una curva y desarrollo métodos
para hallar las derivadas de algunas
funciones bésicas en contextos ma-
temdticos y no matematicos.
Analizo las relaciones y propiedades
entre las expresiones algebraicas y
las gréficas de funciones polinémi-
cas y racionales y de sus derivadas.
Modelo situaciones de variacion
periddica con funciones trigono-
métricas e interpreto y utilizo sus
derivadas.
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Herramientas bibliogrdficas de apoyo

A continuacion se ofrecen a los lectores y lectoras unas
referencias bibliograficas que pueden resultar de utilidad
para seguir ampliando sus conocimientos en el campo de
la ensefianza de las mateméticas. Por no tratarse de un cen-
so exhaustivo, cada maestro del pais podra enriquecerla o
transformarla, de acuerdo con sus necesidades y con sus
facilidades de acceso a los textos referidos.
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